Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2015 m.

1 uzdavinys. Aisté uzrase skaiciy seka:
1-(2-3)% 4-(5-6)", 7-8—9)', ..., 2014 (2015 — 2016)*°".

a) Kiek nariy sudaro Aistés seka?
b) Kam lygi visu sekos nariy suma?
c¢) Koks yra paskutinis visy sekos nariy kvadraty sumos skaitmuo?

Sprendimas. a) Skaiciai 1, 4, ..., 2014 sudaro aritmetine progresija, kurios skir-
tumas yra d = 3. Jei Aistés seka sudaro n nariy, tai turi galioti lygybé 2014 =
= 1+d(n—1) = 3n — 2 (prie skai¢iaus 1 pridedame d = 3 i$ viso n — 1 karta).
Randame n = (2014 + 2)/3 = 672.

b) Skaiciai 2 — 3,5 — 6,... visi lygus —1. Laipsnio rodikliai 4, 7, ..., 2017 vélgi
sudaro aritmeting progresija, kurios skirtumas yra d = 3. Gretimi skaiciai joje ski-
riasi per 3, todél jei vienas i$ ju lyginis, tai kitas nelyginis (ir atvirkscéiai). Taigi
skaic¢ius —1 keliamas tai lyginiu, tai nelyginiu laipsniu, ir Aistés seka sudaro skaiciai
1,—4,7,-10,13,—16,...,2011, —2014. Sudékime juos:

s=1+(—4)+7+(—10) + 13+ (=16) + ... + 2011 + (—2014) =

— (1—4)+(7—10)+ (13— 16) 4 ...+ (2011 — 2014) = -3 -3 -3 — ... — 3.

Visi skirtumai yra skirtumai tarp gretimy progresijos 1, 4, ..., 2014 nariy, todel lygus
—3. Belieka iSsiaiskinti, kiek tokiy skirtumy yra. Jei i$ viso nariy yra 672, tai skaiciy
—3 gavome tiek karty, kiek sudaréme skaiciy pory, t. y. 672 : 2 = 336 kartus. Taigi
s =336 (—3) = —1008.
c) Kai skaicius 1,—4,7,—10,13, —16,...,2011, —2014 kelsime kvadratu ir sudésime,
gausime sumg 12 + 42 + 72 +10% + ... + 20142, Jos paskutinis skaitmuo priklauso tik
nuo skaiciy 12,42, 72,102, . ..,20142 paskutiniy skaitmeny, o Sie savo ruoztu priklauso
tik nuo skaiciy 1,4,7,10,...,2014 paskutiniy skaitmeny. Jei is eilés uzrasysime bent
kiek daugiau pastarosios sekos nariy, pastebésime, kad paskutinis skaitmuo kas desimt
nariy kartojasi. Taip yra todél, kad skirtumas tarp k-ojo ir (k + 10)-ojo nariy visada
bus 3-10 = 30 (10 kartu pridéje 3 prie vieno nario gausime kita). Juy skirtumas baigiasi
nuliu, todeél patys nariai baigiasi tuo paciu skaitmeniu.

Vadinasi, ir sekoje 12,42,72,102,...,2014? paskutinis skaitmuo kartojasi kas 10 na-
riy. IS eilés uzrasykime, kokie yra tie paskutiniai skaitmenys: 1,6,9,0,9,6,1,4,5,4, ...
Toliau skaitmenys pradeda kartotis (t. y. vel turime 1, 6 ir t. t.). Visus 672 = 67-10+2



skaicius galime suskirstyti j 67 grupes po 10 skaiciy ir dar lieka du skaiciai 20112 bei
20142. Kiekvienos grupés skai¢iy suma baigiasi tuo paciu skaitmeniu, kaip ir suma
1+46+9+0+9+6+1+445+4, t. y. skaitmeniu 5. Skaitmenj 5 gauname 67 kartus.
Be to, dar turime du skai¢ius 20112 ir 20142, kuriy paskutiniai skaitmenys yra 1 ir 6.
Taigi belieka suzinoti paskutinj skaiciaus 67 - 5+ 1 + 6 skaitmenj. Gauname skaitmenj
2.

Ats.: a) 672; b) —1008; c) 2.

2 uzdavinys. Tolimos salos gyventojai pamirso, ka reiskia realiyjy skaic¢iy sudétis
ir daugyba. Taciau jy didziausias iSmincius apibrézé nauja aritmetinj veiksma. Vietoj
zenkly 4+ ar x jis émé naudoti zenkla ¢. Pvz., anot jo,

202 =23.
Atvykes salon matematikas pastebéjo, kad bet kokiems teigiamiems skaic¢iams z ir y
galioja lygybeés
2x)oy=1+zoy
ir
?oy=1y’our,
nors lygybé x ¢y = y ¢ x galioja ne visada.

a) Raskite 32 ¢ 8.
b) Naudodamiesi vien turima informacija, raskite tokj teigiama skai¢iy u, kad

128 o u = 0.

Sprendimas. Pirmoji lygybé sieja (2x) oy su x oy, taigi leidzia zinant viena reiskme
rasti kita dvigubinant (ar dalijant pusiau) z. Galima ir x ¢ (2y) susieti su x ¢ y:

0 (2y) = (2y)tovr={dy)ovr =1+ 20" ) oV =2+1y*oV/r=2+10Y.

Lygybé = ¢ (2y) = 2 4+ x ¢ y galioja bet kokiems teigiamiems z ir y.
a) Dabar galime susieti 32 ¢ 8 su 2¢ 2:

3208=141608=24+808=34+408=4+208=6+204=8+42¢2=

=8+3 =11

b) Zinoma skaiciy ir nezinomajj sukeiskime vietomis. Duotoji lygybé ekvivalenti lygybei
1+ 640w = 0, o pastaroji ekvivalenti lygybei 1 +u? ¢ 8 = 0 arba u? ¢ 8 = —1. Vélgi

bandykime susieti Sig lygybe su zinoma reiksme 2 ¢ 2:

208=2+204=44+202=1T.



Tada 108 =208 —-1=6,2108=108-1=5,2268=2108-1=4, ...,
27768 = —1. Taigi galime imti u? = 277 ir u = 277/2,

Pastaba. Operacija ¢ egzistuoja. Bet kokiems teigiamiems x ir y ja jmanoma api-
brézti, pavyzdZiui, taip: x oy = logy(zy?) . Operacija néra vienareiksmiskai apibrézta
duoty lygybiy.

Ats.: a) 11; b) u = 277/2,

3 uzdavinys. Kvadrato ABC'D krastinéje AB pazymeétas taskas F, o krastinéje C'D
pazymétas taskas F. Tieses DE ir BF lygiagredios ir atstumas tarp ju lygus 1. Sios
tiesés dalija kvadrata j tris lygiaplotes dalis. Raskite kvadrato plota.

Sprendimas. Kvadrato krastinés ilgi pazymékime a. Tiesés dalija kvadrata i du
staciuosius trikampius DAFE ir BCF bei keturkampj BEDF (7r. pav.). Kiekvieno

D F C

A E B

i$ ju plotas lygus trecdaliui kvadrato ploto, t. y. a?/3. Kita vertus, trikampio DAFE
plotas lygus AD - AE/2 = a - AE/2. Taigi a- AFE/2 = a*/3 ir AE = 2a/3. Panasiai
CF = 2a/3. Pagal Pitagoro teorema, DE?* = AD? + AE? = a® + 4a*/9 = 13a%/9 ir
DE = a\/13/3.

Kadangi atkarpos DF ir F'B lygiagrecios bei atkarpos DF ir E'B lygiagrecios (jos yra
kvadrato krastinese), tai keturkampis BEDF yra lygiagretainis. Lygiagretainio plotas
lygus krastinés DFE ir j ja is bet kurio tiesés F'B tasko nuleisto statmens (aukstines)
ilgiy sandaugai. Aukstinés ilgis lygus atstumui tarp tiesiy DFE ir F'B, todél a?/3 =
= DE -1 =a13/3 ir a = v/13. Taigi kvadrato plotas lygus a? = 13.

Ats.: 13.

4 uzdavinys. Astuonis skaitmenis 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 surasius tam tikra tvarka,
gautas astuonzenklis skaicius n = ABCDEFGH. Apie Sesis trizenklius skaicius ABC,

BCD, ..., FGH yra zinoma, kad pirmasis i$ jy dalijasi i$ 7, antrasis — i$ 6, treciasis —

is 5, ..., SeStasis — i 2. Be to, skaic¢ius DEF', kuris dalijasi iS 4, nesidalija iS 8. Raskite
tokj skaiciy n ir jrodykite, kad jis vienintelis.

Sprendimas. leskokime skaiciaus n skaitmeny galimy reikSmiy. Kadangi CDE da-
lijasi is 5 ir F # 0, tai £ = 5. DEF dalijasi i$ 4, todél pagal dalumo i$ 4 pozymj



EF = 5F dalijasi i§ 4. Tada skaitmuo F yra lyginis ir /' = 2,4,6 arba 8. Tinka tik
F=2ir F=6.

Tarkime, kad F' = 6. Tada DEF = 100D +56. Jei D lyginis, tai DEF = 8(25D /2 +
7) dalijasi i§ 8. Bet jei D nelyginis, tai BOD nesidalija i$ 2, todél nesidalija i3 6.

Vadinasi, F = 2. Skai¢ius EFG = 52G dalijasi i$ 3, todél ir jo skaitmeny suma
7+ G dalijasi is 3. Tikrindami galimas G reikSmes randame, kad G = 2,5 arba 8.
Taciau skaitmenys 2 ir 5 jau panaudoti, tad G = 8. Skaic¢iai BC'D ir FGH dalijasi
is 2, todel D ir H turi buti dar nepanaudoti lyginiai skaitmenys, t. y. D =4, H =6
arba D = 6, H = 4. Tada skai¢ius ABC, dalus i§ 7, sudarytas i$ skaitmeny 1, 3, 7.
Patikrinkime visas 6 galimybes: turime skaic¢ius 137, 173, 317, 371, 713, 731, is kuriy
tik skai¢ius 371 yra dalus i§ 7. Tada A = 3,B = 7,C = 1. Skai¢ius BCD = 71D
dalijasi i8 6, todél D # 6 ir D = 4, H = 6. Skaic¢ius n = 37145286 tenkina uzdavinio
salyga.

Ats.: n = 37145286.

5 uzdavinys. Zinoma, kad realusis skai¢ius « nelygus 0 ir kad lygiai trys i§ keturiy
skaiciy

1 2

v, v+t 2+ a? 2t —dx

yra sveikieji. Raskite visas galimas skaiciaus = reikSmes.

Pastaba. Galima naudotis faktu, kad jei naturalusis skaicius a néra tikslusis kvadra-
tas, tai y/a yra iracionalusis skaicius.

Sprendimas. Nustatykime, kurie trys skaiciai turi buti sveikieji. Tarkime, kad
skai¢ius z yra sveikasis. Tada ir 22 — 42 yra sveikasis skai¢ius. Vienas i skaic¢iy

LVir 22 + 272 taip pat turi buti sveikasis. Todél sveikasis yra vienas i§ skaiciy

T+ x”
lr=at=x+at—zir1/2? = 22 + 272 — 2%, Arba z, arba 2?2 dalija skaiciy 1,
bet tada x = +1. Abiem atvejais visi keturi pradiniai skaiciai bus sveikieji. Vadinasi,
skaic¢ius x néra sveikasis, o like trys pradiniai skaiciai yra.

Pastebékime, kad jei skaicius x4+ 27! yra sveikasis, tai toks yra ir skai¢ius 2% +272 =
(x +x71)% — 2. Taigi pastaruoju skai¢iumi galime nesirtipinti. Turime ieSkoti tokiy
reiksmiy, kad

r+a27t=m,
2> —4x =n

su tam tikrais sveikaisiais skaiciais m ir n. Lygybes galime perrasyti taip:

22 —mx+1=0,

22 —4x —n=0.



Isspreskime vieng i$ lygéiy, pvz. antraja, z atzvilgiv: ¢ = 2+ /n +4. (Zinoma,
n+4 >0.) Jei n+ 4 yra tikslusis kvadratas, tai x yra sveikasis skaiius, o taip buti
negali. Tad n +4 néra tikslusis kvadratas, o v/n + 4, todél ir « yra iracionalieji skaiciai.

[statykime gautasias x reikSmes j pirmaja lygtj:

2+vVn+4? —m@2EVn+A)+1=4+4/n+d+n+4—-2mTmV/n+4+1=
=0O4+n—-2m)+vn+4-(4—m)=0.
Jeim # 4, tai vn+4 = £(9+n —2m)/(m — 4) yra racionalusis skaic¢ius. Taigi m = 4
ir9+n—2-440=14+n=0. Vadinasi, n = —1 ir z = 2+ /3.

Sj rezultatg galima gauti ir kitaip: atimkime pirmaja lygtj i$ antrosios: —4x —n —
—(—mx+1) =0arba (m—4)zr =n+1. Vélgi jei m # 4, tai . = (n+1)/(m — 4) néra
iracionalusis skaicius, o jei m =4, tain+ 1 = 0.

Abi gautos x reikSmeés tinka. ISties skaicius V3 yra iracionalusis, todél ir skaicius
r néra sveikasis. Abi reikSmés yra lygties 22 — 4z + 1 = 0 Saknys, todél tenkina
ekvivalendias lygybes 22 +1 = 4o, z + 27! = 4 ir 22 — 42 = 1. Be to, 2?2 + 272 =
— (@t )2—2=42-2=14,

Ats.: =2+ /3 arba z =2 — /3.



