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Uzdaviniy sprendimai

Limonadas (uzdavinys 8-12 klaséms). Pries sprendziant uzdavinj reikia atkreipti démesj,
kad akcijos metu galima pirkti ne tik akcijines pakuotes po 6 butelius limonado, bet ir atskirus
limonado butelius jprasta kaina.

Jeigu Algirdas perka maziau nei penkis butelius, jam neapsimoka naudotis akcija, nes sumokeés
20 lity vietoje 0, 4, 8, 12 ar 16.

Jeigu Algirdas perka lygiai 5 butelius, jis isleis tiek pat pinigy naudodamasis akcija, kaip ir
nesinaudodamas. Nors pirmuoju atveju jis nusipirks vienu buteliu daugiau, uzdavinio salyga
nieko apie tai nekalba, tad galime laikyti, kad ir perkant 5 butelius naudotis akcija Algirdui
neapsimoka.

Taigi Algirdas sutaupo tik tada, kai perka 6 ar daugiau buteliy. Vietoje kiekvieno buteliy
SeSeto pirkdamas pakuote, jis sutaupys po 4 litus. Jei perkamy buteliy skaic¢ius nesidalo is
sesiy be liekanos (pvz. perka 7 ar 8 butelius), tokiu atveju likusius butelius jam apsimoka
pirkti po viena.

Jei i-aja dieng Algirdas pirko b; buteliy limonado, tai pasinaudodamas akcija galéjo (b; div 6)
SeSety pakeisti pakuotémis ir sutaupyti (b; div 6) - 4 litus.

sutaupo < 0
read N > dieny skaicius
forv—1to N
do read b
sutaupo «— sutaupo +(b div 6) - 4
print sutaupo
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Laisvadieniai (uzdavinys 8-9 klaséms). Akivaizdu, kad Harbodolio planetos kalendorius
yra gerokai paprastesnis negu Zemeés, kurioje metai gali turéti skirtinga dieny skaiciy ir §ventés
vyksta ne visuomet tomis paciomis dienomis.

Numeruokime, kaip prideda informatikams, savaités dienas nuo 0 iki w — 1 (kur w = d + s),
mety dienas — nuo 0 iki m—1, o metus — nuo 0 iki n—1. Tokia numeracija leis supaprastinti
kai kurias israiskas.

Pavyzdziui, kadangi pirmieji (o pagal mus — nuliniai) metai prasideda nuline savaités diena,
tai praéjus z dieny, savaités dienos numeris bus paprasciausiai * mod w. Nesunkiai galime
pasakyti, kokia savaités diena prasidés y-ieji metai. Kadangi bus praéje lygiai y - m dieny,
tai savaités diena bus (y - m) mod w. Panasiai patikriname, ar y-ujy mety i-oji diena yra
laisvadienis:

LAISVADIENIS(y, 7)

1 if svente[i] or (y-m+1i) mod w > d > Sventiné diena arba savaitgalis?
2 then return TRUE
3 else return FALSE
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1-oje eilutéje patikrinama, ar ¢-0ji mety diena yra Sventiné — tam naudojamas loginis masyvas
svente, uzpildytas pagal pradinius duomenis. Savaités diena yra savaitgalis, jeigu jos numeris
nemazesnis negu d.

Norédami suskaiciuoti, kiek laisvadieniy yra konkreciuose metuose, tiesiog iskviec¢iame funk-
cija LAISVADIENIS kiekvienai ty mety dienai:

LAISVADIENIUMETUOSE(y)

1 Fkiek — 0

2 fori+—0tom—1

3 do if LAISVADIENIS(y, )
4 then kiek «— kiek +1
5 return kick

Visus laisvadienius per n mety, galime suskaic¢iuoti iskviete LAISVADIENIUMETUOSE kiekvie-
niems metams ir susumave rezultatus:

LAISVADIENIVISVISO

1 Fkiek— 0

2 fory«—0ton—1

3 do kiek < kiek +LAISVADIENIUMETUOSE(y)
4 return kiek

Tai yra teisingas sprendimas, tac¢iau jis nepakankamai efektyvus, kad jveikty visus uzdavinio
testus per nurodyta laiks. Siame sprendime kiekvienai nagrinéjamo laikotarpio dienai tikri-
nama, ar ta diena bus laisvadienis. Taigi nagrinéjamy dieny bus n - m, Sis skaic¢ius gali siekti
iki 1 000 000 000. Uzrasant formaliai, $io algoritmo sudétingumas yra O(n - m).

Norint efektyviau spresti uzdavinj, reikia pastebéti svarbia Harbodolio kalendoriaus savybe:
laisvadieniy skaic¢ius metuose priklauso tik nuo to, kokia savaités diena tie metai prasideda.
Pavyzdziui, jei savaité turi tris dienas, o metus sudaro desimt dieny, tai pirmieji ir ketvirtieji
metai turés tiek pat laisvadieniy, nes abu prasideda ta pacia savaités diena. Ir tai nepriklauso
nuo sventiniy dieny kalendoriaus, kadangi jis kasmet toks pat.

Kadangi skirtingy savaités dieny yra tik w, tai véliausiai po w mety nauji metai vél prasidés
nuline savaités diena. Tarkime, kad praéjo lygiai y mety kol tai nutiko, tuomet per toles-
nius y mety bus lygiai tiek pat laisvadieniy, kaip ir per pirmuosius y. Pakeiskime funkcija
LAISVADIENIYISVISO, kad aptikus 8§} periodiSkuma, visy periody laisvadieniai buty susumuo-
jami i$ karto:
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LAISVADIENIUISVISO
1 kiek — 0
2 y<—0
3 whiley <n
4 do kiek «— kiek +LAISVADIENIUMETUOSE(y)
5 y—y-+1
6 if (y-m) mod w=0 > metai vél prasideda nuline diena
7 then kartojasi — n div y > kiek yra tokiy periody?
8 kiek < kiek - kartojast > susumuojami visi laisvadieniai
9 y «— y - kartojast > praleidziami visi periodo metai

10 return kiek

Sis sprendimas yra gerokai efektyvesnis. Ciklas (eilutés 3-9) i$ pradziy kartojamas tol, kol
nauji metai vél prasidés nuline savaités diena (salyga 6-oje eilutéje). Tuomet zinoma, kiek
laisvadieniy yra y mety periode, ir greitai suskaiciuojami beveik visi laisvadieniai. Tik like
keli metai, kurie nebesudaro pilno periodo, vél isSnagrinéjami ciklu. Eilutés 3—9 vykdomos ne
daugiau negu 2w karty. Tad bendras Sio algoritmo sudétingumas yra O(m x (d + s)).

Ilgintuvas (uzZdavinys 8-12 klaséms). Isrikiuokime kistukus ju ploc¢iy didéjimo tvarka ir
pazymekime isrikiuoty kistuky numerius jq, jo, ..., jn. Tada l;, <1;, < ... <.

Pabandykime sudéti kistukus j ilgintuva tokia tvarka:

N> J1, JN=15J2, IN—25]3 -+ (1)

Parodysime, kad Sis iSdéstymas optimalus.

Pazymékime D maziausia plotj tarp gretimy ilgintuvo lizdy centry, tokj, kad kistukai (1)
pateiktu iSdéstymu dar sutilpty j ilgintuva. Galime jsivaizduoti, kad pirma sudedame kistukus
tvarka (1), o tada siauriname tarpa tarp ilgintuvo lizdy nuo d, kol kazkurie du gretimi kistukai
susiglaudzia. Nauja atstuma tarp lizduy centruy zymime D. Taigi kazkokiam k < N/2 galioja
Lin_yir +1j, = D (dvieju gretimy kistuky ploc¢iy suma lygi D).

Pavadinkime kistukus, kuriy plociai didesni arba lygus [;,_, ., placiais, o kuriy plociai ma-
zesni uz lj, — siaurais. Atkreipkime démesj, kad placiy kiStuky yra ne maziau kaip £, o
siaury kistuky yra ne daugiau nei k — 1.

Dabar pasinaudosime priestaros metodu jrodyti savo teiginiui. Sakykime, kad auks¢iau ap-
rasytas iSdéstymas néra optimalus. Tai reiksty, jog egzistuoja geresnis kistuky isdéstymas,
kai kiStukai telpa | ilgintuva, kuriame atstumai tarp gretimy lizduy centry yra D’ < D (dar
mazesnis).

Salia placiy kistuky, kuriy yra bent k, gali buti tik siauri, todél gretimy pladiy-siaury kistuky
pory yra ne maziau kaip 2k — 2 (visi iSskyrus krastinius turi 2 gretimus kistukus). Bet siaury
kistuky yra ne daugiau kaip k — 1, todél is abiejy siauro kistuko pusiy turi buti platus.

Gauname vienintelj galima issidéstyma, kur kas antras kistukas yra siauras, kas antras platus.
Bet 2k — 1 < N, taigi yra kistuky, kurie néra nei siauri, nei platis — jiems neliko vietos, nes
jie netilps Salia plac¢iy kistuky. Gavome priestara.

psl. 38 8



Lietuvos mokiniy informatikos olimpiada

Respublikinis etapas e 2011 m. vasario 4 d.

Taigi, iSdéstymas, pateiktas (1), yra optimalus. Kadangi Linas buvo sudéjes kistukus j ilgin-
tuva, tai D < d ir mes galime juos sukisti atgal sia tvarka.

1 read N > kistuky skaicius
2 read d > atstumas tarp gretimu lizdy centry
3 fori—1to N

4 do
5 read [[i] > kistuko plotis
6 jli] < > kiStuko numeris
7 isrikiuoti I kartu su j
8§ fori—1to N
9 do

10 if nmod 2=1

11 then print j[i div 2 4 1]

12 else print j[N —i div 2]

Neskaitant rikiavimo, sprendimas yra tiesinis, taigi sprendimo efektyvumas priklauso tik nuo
rikiavimo efektyvumo. Efektyviausias galimas sprendimas yra O(N log N).

Sis uzdavinys buvo pateiktas abiems amziaus grupéms. Skyrési tik ribojimai. Vyresniyjy gru-
pés dalyviams, norint surinkti visus taskus, reikéjo parasyti efektyviausia galima sprendima.
Tuo tarpu jaunesniems dalyviams uzteko parasyti ir maziau efektyvy (O(N?)) sprendima ir
buvo galima surinkti visus taskus uz testus.

Raidés (uzdavinys 10-12 klaséms). Zemiau pateikiama uzdavinio sprendima iliustruosi-
me konkreéiu (salygos) pavyzdziu.

Tegul Sy (2 < M < N) Zymi grozio jvertj su parinkta M reikSme.

Perrinksime visas sveikas M reiksmes nuo 2 iki K, kur K yra tam tikras nedidelis sveikasis
skaicius, kurj apskaic¢iuosime véliau. Tai padare zinosime, su kuria M reikSme Sj; didziausias.

Pasirinkime tam tikra M reikSme (2 < M < K). Sunumeruokime stulpelius eilés tvarka nuo
0iki M —1.

Sakykime, kad nagrinéjamame pavyzdyje pasirinkome M = 4. Sunumerave gausime:

P 2 k| w

e B ln W ln| o
O 8 H |-
B 0y B 0N

I8 pradziy parinkime Sy; = 0. Nagrinékime kiekvieng sveikinimo raide paeiliui.

Visuomet saugokime A(s,r) (0 < s < M —1, r = a,b,...,z), parodantj, kiek raidziy r jau
priskyréme j stulpel;j s.
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Apskai¢iuoti A(s,r) yra paprasta. I$ pradziy parinkime A(s,r) = 0 su visais s ir r. Kai
nagrinéjame n—taja sveikinimo raide (0 < n < N — 1), raskime n dalybos i§ M liekana s,
(0 < s, < M —1). Kadangi n—toji raidé bus uzrasyta stulpelyje s,, padidiname A(sp,ry)
vienetu, kur 7, Zymi n-taja sveikinimo raide, o kity A(s,r) nekeiciame.

Tiesa, pries padidindami A(s,,r,) vienu, prie Sy pridedame A(sy,7,), nes panaudodami
n—taja raide galime sudaryti A(sy,r,) vienodu raidziy pory stulpelyje s,,.

Tokiu budu pasirinktai M reiksmei galime apskai¢iuoti Sy, atlikdami O(N) operacijy.
Paziurékime, kaip tai pritaikytume nagrinéjamam pavyzdziui. Primename, kad jame M = 4.
IS eilés imame sveikinimo raides:

e 79 =s: 0 mod M =0, taigi so = 0, Spr < Sy + A(0, s) =0 ir A0, s) «— 1;

e rp=v: 1mod M =1, taigi s =1, Syy < Sy + A(L, v) =01ir A(1, v) « 1;

e r9=e: 2mod M = 2, taigi ss =2, Spy — Sy + A(2,e) =01ir A(2, e) « 1;

o r3 =1 3 mod M = 3, taigi s3 =3, Sy «— Sn + A(3, 1) =01ir A(3, i) « 1;

e 74 =k: 4mod M =0, taigi s4 =0, Spyr < Spr + A(0, k) =0 ir A(0, k) « 1;

o g =s: 8 mod M =0, taigi ss =0, Spr < Sy + A0, k) =1 ir A(0, s) «— 2;

Zinome, kaip atliekant O(N) operacijy bet kuriam M apskaiciuoti Sy;. Tad jei perrinktu-
me visus galimus M nuo 2 iki N turétume algoritma, kurio sudétingumas O(N?). Taéiau
paméginkime jrodyti, kad visy galimy N perrinkti nereikia.

Pradzioje zadéjome, kad ieskosime tokio K, kad uzteks perrinkti M reikSmes nuo 2 iki K.
Tad tolesnis zingsnis — apskaic¢iuoti, koks mazas gali buti K.

Tiksliau, raskime tokj K, kad su visais M > K galioja Sy < So, t. y. visiems M didesniems
nei K grozio jvertis bus mazesnis uz grozio jvertj, kai tekstas uzrasytas dviejuose stulpeliuose.
Kadangi Sys neturi prasmés, kai M > N, galime tarti, jog K < N.

Tegul R = {a,b,...,z} Zymi raidyna — lotyniskas mazasias raides. Ji sudaro 26 raidés, tai
yra |R| = 26. Tegul raidé r (r € R) kartojasi sveikinime k, karty. Tuomet

> k. =N. (2)
rerR

Is pradziy norime aprézti Sy iS apacios, t. y. rasti uz kokia reikSme S5 yra nemazesné.
Uzrasykime sveikinima dviem stulpeliais (kitaip sakant, parinkime M = 2). Sakykime, kad
raidé r pirmame stulpelyje kartojasi a,, o antrame — b, karty. Aisku, kad

ar + b, =k,. (3)
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IS raidziy r pirmame stulpelyje galime sudaryti a,(a, — 1)/2 pory, o antrame — b,.(b, —1)/2
pory. Taigi

S=3 %(ar(ar 1) 4 by (b — 1)) (@)
TG'R
L Z (a2 4+02) - % (5)
T’GR ER
N
77;3 (a2 +07) - 5 (6)

IS (3) zinome, kad a, + b, = k;, todél panaudoje (2) gauname . cr(ar+by) = >, cr kr = N.

Kadangi realiyjy skai¢iy, kuriy suma zinoma, kvadraty suma maziausia tokiu atveju, jei
tie skaiciai vienodi (Sis teiginys vadinamas kvadratinio—aritmetinio vidurkio savybe), suma
doreRr (a% + b,%) buty maziausia, jei visi a, ir b, (visoms raidéms r) butuy lygus, tai yra jei
a, =b, = S = % Tai reiskia, kad

2[R
S >Rl 2 (N)Z N (7)
2=9 52 2
N2 N
=10l 2 (8)

Nelygybé (8) aprézia Sy i$ apacios. Dabar norime aprézti Sys iS virsaus, kai M didelis.
Parinkime M > K. Tuomet sveikinimg sudarys M stulpeliy, iS kuriy kiekviename bus po
maziau nei N/M + 1 raidé. Sy reiksmé buty didziausia, jei kiekviename stulpelyje visos
raidés buty vienodos. Taigi perziuréjes bet kurj viena stulpelj Vilkas padidins grozio jvertj

maziau nei%-%-(%Jrl). Tai reiskia, kad
1 N (N
R A
Sa < Mg (M+) ()
N (N
=—. (=41 10
: (5 +1) (10)
N
— 4+ — 11
<2K+2 (11)

Sugreting nelygybes (8) ir (11) matome, kad galime parinkti bet kokia K reiksme, kuri tenkina

N2 N N2 N
<

— + < — — — 12
2K + 2 — 104 27 (12)
tai yra
N2
K> ——F (13)
N2 N
2 ({5 — )
52
= T (14)
N
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Panagrinéje desine nelygybés (14) puse matome, kad jei N > 156, tai % < 156, todél
galime parinkti X = min{/N, 156}.

Kadangi viso algoritmo sudétingumas yra O(KN), o N < 20000, tokia programa nevirsija
vykdymo laiko ribojimy.

1 read N > Sveikinimo ilgis
2 fori—0toN -1
3 do
4 read raide]i] > Sveikinimas
5 didziausias «— —o0 > Didziausias galimas grozio jvertis
6 for m < 2 to min{N, 156} >> Perrenkame galimas reikSmes M = m
7 do
8 ivertis < 0 > [vertis parinkus konkrecia m reiksSme
9 fors— O0tom—1, r+« ‘a’to ‘7
10 do
11 Als,r] <0 > Raidziy r skaicius stulpelyje s
12 fort<—0to N —1 > Nagrinéjame raides paeiliui
13 do
14 ivertis < ivertis + A[i mod m, raideli]]
15 Ali mod m, raideli]] < A[i mod m, raide[i]] + 1
16 if Jvertis > didziausias
17 then
18 didziausias «— tvertis
19 M —m > M reiksmeé, su kuria jvertis didziausias

20 print M, didziausias
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Testy aprasymas.

Nr. | Verté N M Pastabos
8 1 g ?) Salygoje pateikti testai
1 4 20 5 Lengvas testas
2 4 92 23 abc. . .w kartojasi keturis kartus
Z i ;88 ;L; Atsitiktinai generuoti testai
) 4 295 2 Techniniai nurodymai
6 ) 1000 | 11 Atsitiktinai generuotas testas
7 4 1318 | 2 Dainos ,,Hotel California” zodziai
S Z ;’388 ig Atsitiktinai generuoti testai
10 4 4994 | 2 | Hano—Banacho teoremos pristatymas ir jrodymas
11 4 10000 | 3
12 4 12001 | 27
ii i 1288(1) 172 Atsitiktinai generuoti testai
15 4 15001 | 13
16 4 17500 | 31
17 5 19000 | 3
18 ) 19999 | 13 Apsaugoti atsitiktinai generuoti testai
19 5 20000 | 29
20 7 20000 | 2 Vien t raidés

Dauguma testy buvo sugeneruoti atsitiktinai (tiesa, jei kiekviena raidé kiekvienoje pozicijoje

buty vienodai tikéta, visy atsitiktiniy testy atsakymas buty M = 2).

Generuojant kiekvieng testa, pirma buvo parenkama M reikSmé, ir tuomet raidés atsitiktinai
deéliojamos taip, kad testo atsakymas buty toks, koks parinktas. Toks generavimo algoritmas
leisty programoms, kurios sutrumpina sveikinima (tai yra nagrinéja tik, pavyzdziui, pirma
tukstantj raidziu), daznai atspéti teisinga M. 17,18 ir 19 testo tokia programa nejveikty.

Daliniai ribojimai (N < 1500) galioja pirmuose astuoniuose testuose ir abiejuose pavyzdiniuo-
se testuose. Juos jveikty programa, kurios sudétingumas O(N?2). Siy testy bendra verté yra
36, tai yra lygiai 40% visy testy vertés (90). Testus, kuriuose N > 1500, jveikia efektyvesnés

programos.
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