Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 9- 10 klasei sprendimai
2015 m.

1 uzdavinys. Raidés a, b, ¢ ir d zymi skirtingus skaitmenis. Sudauginus dvizenklius
natiiraliuosius skai¢ius ab ir b, gaunamas trizenklis skai¢ius ddd. Raskite visas galimas
reiskinio (a + ¢)(a® + ¢?)(a® + ¢°) reikiSmes.

Sprendimas. Kadangi 111 = 3 - 37, tai ddd = d - 111 = d - 3 - 37. Be to, skai¢ius 37
yra pirminis, t. y. jo nejmanoma isreiksti mazesniy naturaliyjy skaiciy sandauga. Taigi
sandauga ab - cb dalijasi i$ 37, todél bent vienas i§ dvizenkliy skai¢iy ab arba cb dalijasi
i§ 37. Sakykime, kad skai¢ius ab dalijasi i$ 37. Tada ab = 37 arba ab = 2-37 = T4
(didesni skaiciaus 37 kartotiniai turés maziausiai 3 skaitmenis).

Jei ab = 37, tai i3 lygybés ddd = ab - cb gauname cb = 3 - d. Skai¢ius cb turi baigtis
skaitmeniu 7, nes ab = 37. Patikrine galimas d reiksmes, gauname d = 9 ir ¢b = 27.
Patikrine gauname, kad skaitiai ab = 37 ir ¢b = 27 tenkina uzdavinio salyga.

Tarkime, kad ab = 74. Tad i ddd = ab - cb gauname 2 - cb = 3d. Kadangi b = 4, tai
skai¢ius 2 - cb baigiasi skaitmeniu 8. Todél ir skai¢ius 3d baigiasi skaitmeniu 8. Taigi
d = 6. Bet tada i3 lygybés 2 - ¢cb = 3d gauname cb = 9, o taip biiti negali, nes cb —
dvizenklis skaicius.

Panagiai nagrinédami atvejj, kai skai¢ius cb dalijasi i§ 37, gauname, kad skaiiai
ab = 27 ir ¢b = 37 taip pat tenkina uzdavinio salyga.

Taigi a = 3 ir ¢ = 2 arba a = 2 ir ¢ = 3. Bet kokiu atveju

(a+c)(a® + ) (a” + ) = (24 3)(22 + 3?)(2% + 3°) = 2015.
Ats.: 2015.

2 uzdavinys. Penkiy is eilés einanciy naturaliyjy skaiciy sekoje pirmuyjy trijy skaiciy
kvadraty suma lygi paskutiniuju dvieju skaiciy kvadraty sumai. a) Raskite bent vieng
tokj rinkinj. b) Ar yra daugiau tokiy rinkiniy?

Sprendimas. 1s karto spresime uzdavinio b) dalj. Tarkime, kad naturaliyju skaiciuy
seka n, n+ 1, n+ 2, n+ 3, n + 4 tenkina uzdavinio salyga, t. y.

n?+(n+172+n+2)%=(n+3)72+(n+4)>%
Atskliaute ir sutrauke panasius narius, gauname lygti n?> — 8n — 20 = 0. Sios lygties
sprendiniai yra n = 10 ir n = —2. Kadangi n — naturalusis skaicius, tai tinka tik

n = 10. Vadinasi, uzdavinio salyga tenkina vienintelé naturaliyjy skaic¢iy seka 10, 11,
12, 13, 14.



Ats.: uzdavinio salyga tenkina vienintelé naturaliyjy skaiciy seka 10, 11, 12, 13, 14.

3 uzdavinys. | kiekvieng paveikslélyje pavaizduota ap- Q
skritima Sofija jrasé po viena skaitmenj nuo 1 iki 9. Visi
devyni apskritimuose jrasyti skaitmenys skirtingi. Paais- Q Q
kéjo, kad isilgai kiekvienos trikampio krastinés esanciuose Q Q

keturiuose apskritimuose jrasyty skaic¢iy suma yra ta pati.

Sig suma pazymeékime S. a) Nurodykite bent vieng skait- Q O O O
meny nuo 1 iki 9 surasyma, kuriam S = 23. b) Ar Sofija

galéjo gauti S = 247
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Sprendimas. a) Pavyzdys su S = 23: @ @
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b) Tarkime, kad j paveikslélyje pavaizduotus apskritimus @
Sofija taip jrasé skaitmenis nuo 1 iki 9, kad isilgai kiek- @

vienos trikampio krastinés esanciuose keturiuose apskriti-

muose jrasyty skaic¢iy suma yra tas pats skaicius S. Aps- @

kritimuose jrasytus skaitmenis pazymékime si, So, ..., Sg,
kaip parodyta paveikslélyje. Taigi @ @

5281+82+83+84,
S:S4+85+86+87,
S = s7 4 Sg + Sg + S1.

Sudéje sias lygybes, gauname

35 =514+ 53+ 459+ (51 + 54+ 57) =
=142+ +9+(s1+s4+s7) =
=45+ (514 s4 + s7).

Todél

G =15y SLTS4E ST



Kadangi skaitmenys sy, s4 ir s7 yra skirtingi, tai
S1 + S4 + S7 7—|—8—|—9_

S:15+T<15+ 3 23.
Vadinasi, Sofija negaléjo gauti skaitmeny iSdéstymo su S = 24.
Ats.: b) ne.

4 uzdavinys. Kvadrato ABCD krastinés ilgis yra 5. B ¢
Krastinése AD ir C'D pazymeéti taskai F, F, G ir H: tas-
kai F ir F priklauso atkarpai AD, o taskai G ir H — at- H
karpai C'D; taskas E priklauso atkarpai AF, o taskas H
— atkarpai CG (zr. pav.). Atkarpos BE, BF, BG ir BH G

kvadratag ABC'D dalija j penkias vienodo ploto dalis. Ras- A E F D
kite atkarpos F'G ilgj.

Sprendimas. Kvadrato plotas Sapcp = AB - BC' = 25. Kadangi atkarpos BE, BF,
BG ir BH kvadratg ABC' D dalija j penkias vienodo ploto dalis, tai trikampiy ABE ir
EBF plotai lygus penktadaliui kvadrato ploto, t. y.

1
SaaBe = SAEBF = gSABCD =5.

Atkarpa BA yra trikampiy ABFE ir EBF aukstine, todél

2SaBe 25
BA 5 ’
AF = = = 2.
BA b}

Taigi FD = AD — AE — EF =5 — 2 — 2 = 1. Panasiai gauname, kad GD = 1. Pagal
Pitagoro teorema trikampiui FDG gauname FG = vFD? + GD? = /2.
Ats.: FG = /2.

5 uzdavinys. Raskite visus realiuosius skaic¢ius « # 0, su kuriais abu skai¢iai z+1+/35
ir % — /35 yra sveikieji.

Pirmasis sprendimas. Tarkime, kad realusis skaicius z tenkina uzdavinio salyga.
Tada egzistuoja tokie sveikieji skaic¢iai m ir n, kad = 4+ /35 = m ir % — V35 = n.
[sraiska x = m — +/35 statome ] antraja lygybe:

1
m—/35
Abi lygybeés puses padaugine i§ m — /35, gauname

1 —/35(m —V/35) = n(m — v/35).

35 =n.



Atskliaute ir sutrauke panasiuosius narius turime lygybe
(m —n)v35 =36 —mn. (1)

Jei m —n # 0, tai i§ paskutineés lygybés iSplaukia, kad /35 = 36=1%  Tagiau tai

m—n

nejmanoma, nes skaic¢ius /35 yra iracionalusis, o racionalusis.

M
Vadinasi, m = n. Tada i$ (1) lygybeés turime 36 —mn =0, t. y. m? = 36. Taigi
m = +6. Tada x = +6—1+/35. Nesunku jsitikinti, kad abu sie skaiciai tenkina uzdavinio

salyga. I8 tikryjy, = + v/35 :(i6—¢%)+¢3_ = 46,
B B +6 + /35 o
__\/_ i6—\/_ ~ V3= (£6 — v/35)(+6 + v/35) V35 =

:t6+\/_
o V3 =46

Ats.: = = +6 — v/35.

Pateiksime dar viena sprendima, kuriame nenaudojamas faktas, kad skaicius /35
yra iracionalusis.

Antrasis sprendimas. Tarkime, kad realusis skaic¢ius x tenkina uzdavinio salyga. Tada
skaicius 1 taip pat tenkina uzdavinio salyga:

— —|— V35 =— (— —V 35) — sveikasis skaicius,
x
1 a0 .

— — V3 =—(x+ V35| - sveikasis skaicius.

Taigi toliau galime laikyti, kad = > 0 (jei # < 0, nagrin¢jame skaic¢iy = > 0). Kadangi
skaic¢ius x + v/35 yra sveikasis, tai egzistuoja toks naturalusis skaicius n, kad

r+ V35 =n.

Be to, n > 6nesn—m+\/_>\/_>5 Jeln—6ta1x—6—\/£ir
B B 6+ /35 B B
"“_ \/_ SV (6 — v/35)(6 + v/35) Vi =

664-\/_ \/_5—6

Vadinasi, skai¢ius 6—+/35 tenkina uzdavinio salyga. Todél ir skaicius ¢ 135 =—6—v3

tenkina uzdavinio salyga.
Sakykime, kad n > 7. Tadax =n —+v/35>7— /35 > 1, todél 0 < % < 1. Kadangi
skaicius % — /35 yra sveikasis, tai skaicius 5 + % — /35 taip pat yra sveikasis. Be to,

1
—1<5—-Vv3 <5+ —-——V3IH<6-v3 <1,
Xz



t. y. sveikasis skaicius 5+ % —+/35 priklauso intervalui (—1, 1). Vadinasi, 5+ % —v35 =

0. I8 ¢ia gauname z = 2£¥3°  Nesunku patikrinti, kad skai¢ius x + /35 = ZHLLV35
10 ) 10

5+1/35
10

priklauso intervalui (7, 8), kuriame néra sveikuyju skai¢iy. Vadinasi, skaiéius z =

netenkina uzdavinio salygos.

Ats.: x = +6 — /35.



