Mokiniy matematikos olimpiados
rajono etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2010 m.

1. Jsivaizduokime, kad keturi kampiniai ir centrinis langeliai nudazyti juodai, o like
keturi lentos langeliai — baltai. Bet kurie du gretimi langeliai yra skirtingy spalvy,
todél visi penki vabalai, pradzioje tupeéje juoduose langeliuose, nuropojo j baltus
langelius. Juoduose langeliuose galéjo atsidurti tik like keturi vabalai. Kadangi
juody langeliy yra penki, o juose atsidurti galéjusiy vabaly — tik keturi, tai bent
vienas juodas langelis liko laisvas.

2. Tegu Petriuko sugalvoti skaitmenys yra a, b ir ¢, o gautasis trizenklis skaicius —
abc. Tuomet devyni trizenkliai skaiciai yra a@a, ab, @c, ba, bb, be, @a, cb, @c ir galioja
lygybé abc = L(aa+ab+ac+ba+bb+-+bc+ca+ch+cc) = +(10a+a+10a+b+10a+c+
10b+a+100+b++10b+c+10c+a+10c+b+10c+c) = 1-33(a+b+c) = 11(a+b+c).
Taigi 100a + 100 + ¢ = 11la + 11b + 11¢, arba 89a = b + 10c = cb. cb yra dvizenklis
skaicius, todél ir 89a yra dvizenklis, o taip gali buti tik tada, kai a = 1. Tada
cb =89. Gauname ¢ =8, b =9, abc = 198.

Ats.: 198.

3. Kiekviena pirmosios lygties 2z + 3y = n sprendinj (xo, o), kur zo > 1, atitinka
antrosios lygties 2z + 3y = n + 1 sprendinys (x1,41) = (2o — 1,90 + 1), kur y; > 1.
Ir atvirksciai: kiekviena antrosios lygties 2z + 3y = n + 1 sprendinj (zq,y1) =
(xo — L,y + 1), kur 3y > 1, atitinka pirmosios lygties 2z + 3y = n sprendinys
(xo,%0) = (x1 + 1,91 — 1), kur xp > 1. Taigi pirmoji lygtis turi tiek pat sprendiniy
(o, Y0), kur z¢ > 1, kiek antroji lygtis turi sprendiniy (x,y;), kur y; > 1. Pirmoji
lygtis turi viena papildoma sprendinj (0,n/3), kai 3|n, o antroji — viena papildoma
sprendinj ((n + 1)/2,0), kai 2|n + 1. Todél pirmoji lygtis turés daugiau sprendiniy
nei antroji tada ir tik tada, kai pirmoji lygtis turés papildoma sprendinj, o antroji
papildomo sprendinio neturés. Taip bus, kai 3|n ir 2t n + 1, t.y. kai 3|n ir 2|n —
tada ir tik tada, kai n yra 6 kartotinis.

Ats:n=06k, k=12, ...

4. Trodysime, kad jstrizainés BE ir C'F eina per AD viduriotaska. Tegu vienas Sesia-
kampio kampas yra lygus a. Tada pagal daugiakampio kampy sumos formule 6a =
(6 — 2)m, taigi a = 27/3. Tiesiy AB ir C'D sankirtos taska pazymékime G. Tada



LGBC =71 — /ZABC =7 —27/3 = 7/3; taip pat ir ZBCG = 7/3. I8 trikampio
BCG kampy sumos turime /BGC =1 — /GBC —/BCG =n—n/3—7/3 = 7/3.
LEDG + ZDGB = 27 /3 4+ w/3 = m, todél tiesés AB ir ED lygiagrecios pagal
vienasalius kampus EDG ir DGB. Kadangi AB||ED ir AB = ED, tai ABDE
- lygiagretainis, tad jo jstrizainés AD ir BE dalija viena kitg pusiau. Jrodéme,
kad BE eina per AD vidurio taska. Kad C'F eina per AB vidurio taska, jrodoma
analogiskai.

. Sudéje visas tris lygtis gauname 222 + 2y2 + 222 — 22 — 2y — 22 + 6 = 22 + 2y + 2z,
arba (22? — 4x + 2) + (2y% — 4y + 2) + (222 — 42 + 2) = 0. Padalykime lygybe i$ 2
ir isskirkime pilnus kvadratus: (z —1)?+ (y — —1)*>+ (2 — 1) = 0. Lygybeé galioja
tik tada, kai # = y = 2z = 1. Sis sprendinys pradine lygé¢iy sistema tenkina.

Ats.: {x =1Ly =1;2=1}.



