2009 mety Lietuvos mokiniy matematikos
olimpiados uzdaviniy salygos ir sprendimai

58-0ji Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Druskininkai, 2009 04 07

1 (9-10 klasés). Naturalieji skaiciai a,b ir ¢ tenkina lygybe
28a + 30b + 31c = 365.

a) Kelias reiksmes gali jgyti suma a + b + ¢?

b) Raskite visus Sios lygties naturaliuosius sprendinius (a, b, c).
Sprendimas. Irodysime, kad jei lygtis turi bent viena naturalyjj sprendinj
(a,b,c), tai a + b+ c = 12. Is tikryjy, jei a + b+ ¢ < 11, tai

365 = 28a 4 300+ 31lc < 31(a+b+c¢) < 31-11 = 341,
priestara. Kita vertus, jei a + b+ ¢ > 13, tai
365 = 28a + 300 + 31lc = 28(a+ b+ ¢) + 2b + 3¢ > 28 - 13 + 5 = 369,
priestara. Taigi vienintelé jmanoma sumos a + b 4 ¢ reikSme yra 12. Tada
3a+b=31(a+b+c)—28a—30b—3lc=31-12—365=".

Sia lygybe tenkina tik dvi naturaliyjy skai¢iy poros (a,b) = (1,4) ir (2,1).
Kadangi ¢ = 12 — a — b, tai c atitinkamai yra 7 ir 9. Patikrine nustatome, kad
abu trejetai (a,b,c) = (1,4,7) ir (2,1,9) tikrai tenkina duotaja lygybe:

28-1+30-4431-7= 365, 28-2430-1+31-9 = 365.
Atsakymas: a) viena reikSme, b) (a,b,c) = (1,4,7) ir (2,1,9).

2 (9-10 klasés). Keturkampio ABCD krastinés AD ir C'D lygios, Z/ZBCD =
60°, ZBAC = 30°. Jrodykite, kad krastinés BC' ir C'D taip pat lygios.

Sprendimas. Tegul K yra atkarpos AC vidurio taskas, o H — i$ tasko C j
tiese AB isvesto statmens pagrindas. Tada ZCAH = ZBAC = 30° ir CH =
AC'sin30° = LAC. Todél

/HCK = /ZHCA=90"— /CAH = 90° — 30° = 60" = Z/BCD.
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Taigi ZHCB = ZKCD. Kadangi CK = %AC’ = C'H, statieji trikampiai BHC
ir DKC yra lygus. Todél jy izambinés BC' ir C'D — lygios.

3 (9-12 klasés). Kabineto forma yra taisyklingasis SeSiakampis, kurio kras-
tiné lygi 3 metrams. Kiekvienoje SeSiakampio virSunéje yra prietaisas, kuris
rodo, kiek mokiniy, nutolusiy nuo jo ne didesniu kaip 3 metry atstumu, miega.
Kiek mokiniy miega, jei visy SeSiy prietaisy parodymy suma yra lygi 77

Sprendimas. Jrodysime, kad kiekviena miegantj mokinj uzfiksuoja lygiai 2, lygiai
3 arba visi 6 prietaisai. Laikykime, kad prietaisai yra kabineto kampuose A, B,
C, D, E ir F (pagal laikrodzio rodykle), o mokinys — taske M. Tegul O yra
apie taisyklingajj Sesiakampj ABCDFEF apibrézto apskritimo centras, o N —
atkarpos AB vidurio tagkas.
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Aigku, kad §j teiginj pakanka jrodyti tuo atveju, kai taskas M priklauso
trikampiui ON B (t. y. yra jo viduje arba priklauso jo konturui), kadangi Sesia-
kampis gali buti padalintas j 12 tokiy trikampiy. Akivaizdu, kad jei M = O,

tai M yra lygiai uz 3 metry nuo visy SeSiakampio virSuniy, todél §j miegant]
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mokinj (jei toks yra) rodo visi 6 prietaisai. Jei M # O ir M priklauso trikampiui
ONB, tai MF, ME,MD > 3, taigi ji gali rodyti ne daugiau kaip 3 prietaisai.
Jei M # O priklauso trikampio ON B ir skritulio w, kurio centras taske C, o
spindulys C'B = CO = 3, sankirtai, tai MC < 3, MA < 3 ir MB < 3, taigi ji
fiksuoja 3 prietaisai, o jei M priklauso trikampiui ON B, bet nepriklauso skri-
tuliui w, tai MC > 3, MA < 3 ir MB < 3, taigi jj rodo lygiai 2 prietaisai.
Teiginys jrodytas.

Sakykime, kad yra a mieganciy mokiniy, kuriuos uzfiksuoja lygiai 2 prietai-
sai, b mieganciy mokiniy, kuriuos uzfiksuoja lygiai 3 prietaisai, ir ¢ mieganciy
mokiniy, kuriuos uzfiksuoja visi 6 prietaisai. Tada 2a + 3b + 6¢ = 7. Nesunku
isitikinti, kad vienintelis sveikyjy neneigiamy skaiciu trejetas, tenkinantis Sig,
lygti, yra (a,b,c) = (2,1,0). Vadinasi, kabinete yra a + b + ¢ = 3 miegantys
mokiniai.

Atsakymas: 3.

4 (9-10 klasés). Skaic¢ius 1,2,3,...,4n reikia suskirstyti j n grupiy po ke-
turis skaicius taip, kad kiekvienoje grupéje vienas is skaiciy buty lygus likusiy
trijy tos grupés skaiciy aritmetiniam vidurkiui. Kuriems naturaliesiems n tai

jmanoma?

Sprendimas. Tarkime, kad n yra toks, kad taip suskirstytij grupes jmanoma. Jei
skai¢iai a, b, ¢, d priklauso vienai grupei ir a = %, tai a+b+c+d = a+3a = 4a.
Taigi kiekvienos grupés skaiciy ketverto suma dalijasi i§ 4. Vadinasi, visy 4n
skaiCiy suma dalijasi i§ 4. Kadangi 1 +2 43+ --- 4+ 4n = 2n(4n + 1), taip bus
tik tada, kai n — lyginis skaic¢ius. Taigi, jei n — nelyginis, tai taip suskirstyti j
grupes nejmanoma.

Irodysime, kad taip suskirstyti visada galima, kai n — lyginis. Pastebékime,
kad jei n = 2, tai skaicius 1,2,3,4,5,6,7,8 galime suskirstyti j du ketvertus
2,3,4,7 (¢la 4 = 20) ir 1,5,6,8 (¢ia 5 = H5%8). Analogiskai, kai n = 2k,
kur £ — naturalusis skaicius, aibe 1,2, 3, ..., 8k galima suskirstyti j 2k grupiy po
keturis s+2, s+3, s+4, s+ 7 ir s+1, s+5,s+6,s+8, kur s = 0,8,16,...,8(k—1).
Aisku, kad s + 4 = SE2ESEIESET gy g 4§ = sELESEOESES gy Kickvienu s.

3
Atsakymas: lyginiams n.
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5 (11-12 klasés). Duoti trys skirtingi teigiami skaiciai a,b ir ¢. Irodykite,
kad kvadratiné lygtis

b 1 1 1
m+b+@ﬁ+a<g+—+f)w+—+—+—:0
b ¢ a a b ¢

turi dvi skirtingas realias Saknis.

Sprendimas. Zinome, kad kvadratine lygtis Az? + Bz + C = 0, kur A £ 0, turi
dvi skirtingas realias Saknis, jei kvadratinio trinario Az?+ Bx+C diskriminantas
D = B? — 4AC yra teigiamas. Pakéle kvadratu ir atlike veiksmus, gauname

D a b c\2 1 1 1
(272 b S
1 <b+c+a> (w+4mwa+b+c>
—a_2+b_2 C_2+E+Q+E_3_g_l_)__
b2 2 2 ¢ a b b ¢ a
Aisku, kad
a> b a (a+b)(a—Db)?
—1- = .
2 a b b >0
Analogiskai,
V¥ o c b (b+c)(b—c)?
Zoa- 12
02+b c bc? >0
bei
E§+9—1—5=(C+a)(2_a>2>0
a c a ca

Sudéje sias tris nelygybes, gausime % > 0, taigi D > 0.

6 (11-12 klasés). FE ir I atitinkamai yra kvadrato ABCD krastiniy BC
ir C'D vidiniai taskai. IS tasko F' tiesei AE iSvestas statmuo ja kerta kvadrato
istrizainés BD taske G. Atkarpos F'G vidinis taskas K yra toks, kad AK = EF.
Raskite kampa ZEKF.

Sprendimas. Kadangi ZADF = ZAGF = 90°, tai apie keturkampj AGFD

galima apibrézti apskritima.
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Todél LGAF = LZGDF = 45° ir ZGFA = ZGDA = 45°. Taigi AGF yra

lygiasonis trikampis, GA = GF. Kadangi AK = EF), statieji trikampiai AGK

ir FGE yra lygus. Vadinasi, GK = GF, todél EGK - statusis lygiaSonis

trikampis. Taigi ZGKE = 45°, 0 ZEKF = 180° — ZGKE = 135°.
Atsakymas: ZEKF = 135°.

7 (11-12 klasés). Naturalyjj skaic¢iy m vadinkime paslankiuvoju, jeigu jj gali-
ma uzrasyti keliy (nebutinai skirtingy) naturaliyjy skai¢iy suma taip, kad visy
démenims atvirkstiniy skaic¢iy suma buty lygi 1. Pavyzdziui, 11 yra paslankusis

skaiCius, nes

11=2+3+6
ir

1_1+1+1

2 3 6

a) Irodykite, kad 28 yra paslankusis skaicius.
b) Ar 58 yra paslankusis skai¢ius?

c) Ar 65 yra paslankusis skai¢ius?

d) Ar 2009 yra paslankusis skai¢ius?

Sprendimas. Kadangi 28 =8+ 8 +4+4+4ir 1 = %—I—%—i—%#—i—i—}l, tai 28
tikrai yra paslankusis skaic¢ius. Jrodysime, kad skaiciai 58,65 ir 2009 taip pat
yra paslankieji.

Pagal apibrézima, jei skaicius N yra paslankusis, tai

N:a1+...+an r l=—+4- -+ —
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su tam tikrais naturaliaisiais skaic¢iais aq, . . . , a,,. Sakykime, kad N yra paslanku-

sis skaic¢ius. Tada skaic¢ius 2N + 2 taip pat yra paslankusis, kadangi

1 1 1
N +2=2a;+---+2a,+2 ir 1= —+ -+ — +—
2a4 2a, 2
Be to, skaicius 2N + 9 taip pat yra paslankusis, nes
1 1 1 1
N +9=2a;+---+2a,+6+3 ir 1=—+ -4+ —+ -+ —.
2a4 2a, 6 3
Irase N = 28 (jau zinome, kad Sis skai¢ius yra paslankusis), gauname, kad

skaic¢iai 58 = 2 - 28 + 2 ir 65 = 2 - 28 + 9 yra paslankieji. Skaicius 2009 taip
pat paslankusis, nes keleta karty taikydami Sias dvi taisykles galime gauti tokia,
paslankiyjy skaiciy skaiciy seka:

28— 2-2842=58—2-58+2=118— 2 11849 = 245

—2-2454+9=499 — 2-499+ 2 = 1000 — 2 - 1000 + 9 = 2009.
Atsakymas: b) taip, c) taip, d) taip.



