Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 9- 10 klasei sprendimai
2018 m.

1 uzdavinys. [rodykite, kad
a) kiekvienas naturalusis skai¢ius a;
b) kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius a
yra lygus naturaliojo skaiciaus penktojo laipsnio ir naturaliojo skaiciaus treciojo laipsnio
santykiui, t. y. kad a = b° : ¢, kur b ir ¢ yra natiralieji skaiciai.

Sprendimas. a) dalyje galima imti b = a? ir ¢ = @®. Tada 0° : & = a'? : a° = a.

Taciau galima is karto spresti b) dalj, nes a) dalis yra atskiras b) dalies atvejis.
Teigiamas racionalusis skaicius a gali buti uzrasytas a = 7%, kur m ir n — naturalieji
skaiciai. Paméginkime skaitiklj ir vardiklj padauginti is to paties skaic¢iaus m*n¥, kur x
ir y — nattralieji skaiciai, taip, kad naujieji skaitiklis m®™!n¥ ir vardiklis m®n¥*! bty
atitinkamai penktasis ir treciasis naturaliojo skaiciaus laipsniai. Tam pakanka, kad
laipsniy rodikliai « + 1 ir y dalytysi i§ 5, o x ir y + 1 —is 3. Tinka z =9, y = 5. Tada
m _ m'n® _ (m*n)°

n  moné (m3n2)3’

2 uzdavinys. Adomas turi keleta akmenéliy (nebiitinai vienodos masés). Zinoma,
kad siuos akmenélius galima padalyti j tris vienodos masés kruveles. Be to, Adomo
turimus akmenélius galima padalyti ir | keturias vienodos maseés kruveles. (Kruvele gali

sudaryti ir lygiai vienas akmenélis.)

a) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas?
b) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas, jei visy akmenéliy masés yra
skirtingos?

Sprendimas. a) Nesunku jsitikinti, kad Adomas gali turéti 6 akmenélius — tris 3 g

maseés ir tris 1 g mases:
B+)+B+1)+B+1)=3+34+3+(1+1+1).

Irodysime, kad Adomas negali turéti maziau akmenéliy. IS tikryjy, tarkime, kad
Adomas turi maziau negu 6 akmenélius. Pagal salyga Siuos akmenélius galima padalyti
i tris vienodos masés kruveles. Bent vienoje is ju yra tik vienas akmenélis (kitaip
akmeneliy i$ viso buty maziausiai 2+ 2 + 2 = 6), o jo masé lygi trec¢daliui bendros visy
akmeneéliy masés. Sio akmenélio negali biiti jokioje i§ keturiy vienodos masés kruveliy,



nes kiekvienos i$ jy mase téra ketvirtadalis bendros masés. Vadinasi, nepavyks visy
akmenéliy padalyti | keturias reikiamas kruveles. Gauta priestara rodo, kad Adomas
turi maziausiai 6 akmenélius.

b) Jei akmenéliy masés skirtingos, tai Adomas negali turéti Sesiy ar maziau akmeneé-
liy. Tarkime priesingai. Pagal salyga akmenélius galima suskirstyti j 4 vienodos masés
kruveles. Bent dviejose kruvelése yra tik po viena akmenélj (kitaip akmenéliy is viso
buty maziausiai 1 + 2 + 2 4 2 = 7), tada siy dvieju akmenéliy mases vienodos. Gauta
priestara rodo, kad Adomas turi maziausiai 7 akmenélius. Kita vertus, Adomas gali

turéti lygiai 7 akmeneélius, kuriy masés, pavyzdziui, yral g, 3 g, 4¢g,5g,6 g, 8 gir 9 g:
(1+54+6)+B+9)+4+8)=(1+8+3+6)+(4+5)+9.

Ats.: a) 6;b) 7.

3 uzdavinys. Duoti keturi dvizenkliai skai¢iai AA, BB, AB ir BA, kur A ir B yra
nenuliniai skaitmenys. Zinoma, kad kazkuriy trijy i§ $iy dvizenkliy skai¢iy suma lygi
147. Raskite visas galimas reiskinio A? + 2 - AB — B4 teigiamas reiksmes.

Sprendimas. Jei dvizenklis skai¢ius X, nejskai¢iuotas j suma, lygia 147, yra AA, tai
skaiciui 147 turi buti lygi likusiy dvizenkliy skai¢iy suma

BB+ AB+BA=10B+ B+ 10A+ B+ 10B+ A=11(A+2B).

Matome, kad suma dalijasi i§ 11. Kita vertus, skaic¢ius 147 = 13 - 11 + 4 nesidalija is
11. Todél X # AA. Analogiskai jrodoma, kad X # BB.

Vadinasi, X = AB arba X = BA.

Kai X = AB, tai

AA+ BB+ BA = 147,
218 + 12A = 147.

Abi lygybés puses padalije is 3, gauname 7B + 4A = 49. Skaicius 4A = 49 — 7B =
= 7(7 — B) dalijasi i 7. Todél skaitmuo A dalijasi i 7. Kadangi A # 0, tai A = 7.
Is lygybés 7B + 4A = 49 randame, kad B = 3. Kita vertus, skaiciai 77, 33, 73 ir 37
tenkina uzdavinio salyga: 77 4+ 33 + 37 = 147.

Kai X = BA, analogiskai gausime A =3, B =7.

Jei A =Tir B = 3, tai reiskinio A +2-AB — B reikimeé lygi —1698 < 0. Jei A =3
ir B =7, tai reiskinio AZ + 2 - AB — B4 reikdmeé lygi 1918.

Ats.: 1918.



4 uzdavinys. Taskas E yra staciakampio ABC'D trumpesniosios krastinés AB vi-
durio taskas. Atkarpoje E'D pazymétas toks taskas F, kad ZEFC = 90°. Jrodykite,
kad trikampis C'BF yra lygiasonis.

Sprendimas. Krastinés C'D vidurio taska pazymékime G, o tiesiy BG ir C'F' susikir-
timo taska pazymékime H (Zr. pav.). Tada CG = GD.
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Statieji trikampiai BOG ir DAE yra lygus, nes BC = DA, CG = AF ir Z/BCG =
= /DAFE = 90°. Todél

LBGC = ZDEA =90° — LZEDA = ZCDE.

Vadinasi, tieses BG ir ED yra lygiagrecios (pagal atitinkamuosius kampus). Kadangi
CG =GD ir HG||F D, tai HG — trikampio DFC' vidurio linija. Todél CH = HF'. Be
to, /ZBHC = ZEFC = 90° (atitinkamieji kampai). Vadinasi, trikampio C' BF aukstiné
BH yra ir jo pusiaukrastine. Todél trikampis CBF' yra lygiaSonis.

5 uzdavinys. Naturalieji skaiciai x ir y tenkina lygybe
1 1 1
¢y 10
a) Kiek i$ viso yra tokiy pory (z,y)?
b) Raskite didziausia pirminj skaiciy, i$ kurio gali dalytis skaicius z.

Sprendimas. a) Tarkime, kad naturaliyjy skaic¢iy pora (x,y) tenkina duotaja lygti.

Kadangi ﬁ = % + % > %, tai x > 120. Duotaja lygti galima pervarkyti:
1202 2
y =120+ arba (z —120)(y — 120) = 120~
x J—

Vadinasi, d = x —120 > 0 yra skaic¢iaus 120? natuiralusis daliklis. Kita vertus, jei turime
— .. ey 2 11 . .. o . - 1202

naturalyji skaiciaus 120% daliklj d, tai, pasirink¢ z = d + 120 ir rad¢ y = 120 + =5,

gausime pertvarkytos, o todél ir pradinés lygties naturalyjj sprendinj (x,y). Vadinasi,

sprendiniy (z,y) skai¢ius lygus skaic¢iaus 120% nattiraliyjy dalikliy skai¢iui. Kadangi



120% = 26 .32 .52, tai skai¢iaus 1202 natiiralieji dalikliai yra skaiciai 2% - 3% - 5¢, kur
a=0,1,...,6,b=0,1,2, ¢ = 0,1,2. Tokiy skai¢iy yra (6 + 1)(2+ 1)(2+ 1) = 63.
Vadinasi, yra lygiai 63 poros (z,y), tenkinancios uzdavinio salyga.

b) Pora (122,7320) gaunama, lygybése z = 120 + d ir y = 120 + % paémus d = 2.
Ji tenkina uzdavinio salyga ir pirminis skaic¢ius 61 dalija x = 122 = 2 - 61.

Tarkime, kad pora (z,y) tenkina salyga ir pirminis skai¢ius p > 61 dalija z. a) dalyje
gavome, kad x = 120 + d, kur d yra skai¢iaus 120% naturalusis daliklis. Tada d = d;ds,
kur d; ir dy yra skaiciaus 120 naturalieji dalikliai, ir

x =120+ d =120 + didy = ds (1d—220+d1) .

Skliaustuose esantys du démenys taip pat yra skaiciaus 120 naturalieji dalikliai. Jy

120

didziausig bendrajj daliklj pazymékime t. Tada 5, = tayir dy; = tas, kur ay ir ay yra

tarpusavyje pirminiai skaic¢iai. Taigi,
T = dsy (% + dl) = dot(ay + as).
do
Skaiciai dy ir t yra skaiciaus 120 dalikliai ir i$ p > 61 nesidalija. Todél suma a; + as
dalijasi is p.

Kadangi a; ir ay yra tarpusavyje pirminiai skaiciaus 120 dalikliai, tai 120 dalijasi i$
ajas ir todél ayas < 120. Nemazindami bendrumo, laikykime, kad a; < as.

Jei a; > 11, tai ajas > 112 > 120, todél a; < 10.

Jei aq > 3, tai61<p<a1+a2<a1+%<10+% < 61. Todél a; < 2.

Jei a; = 1 arba 2, tai as > p — a; > 61 —ay; > 59, todél a; = 60 arba as = 120.
Taciau né viena is sumy 60+ 1, 6042, 12041, 1204 2 neturi pirminio daliklio, didesnio
uz 61. Gavome priestara.

Taigi, didziausias galimas skaic¢iaus x pirminis daliklis lygus 61.

Ats.: a) 63; b) 61.



