Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2018 m.

1 uzdavinys. [rodykite, kad
a) kiekvienas naturalusis skai¢ius a;
b) kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius a
yra lygus naturaliojo skaiciaus penktojo laipsnio ir naturaliojo skaiciaus treciojo laipsnio
santykiui, t. y. kad a = b° : ¢, kur b ir ¢ yra natiralieji skaiciai.

Sprendimas. a) dalyje galima imti b = a® ir ¢ = @®. Tada 0° : & = a'? : a® = a.

Taciau galima is karto spresti b) dalj, nes a) dalis yra atskiras b) dalies atvejis.
Teigiamas racionalusis skaicius a gali buti uzrasytas a = 2, kur m ir n — naturalieji
skaiciai. Paméginkime skaitiklj ir vardiklj padauginti iS to paties skaic¢iaus m*n¥, kur x
ir y — nattralieji skai¢iai, taip, kad naujieji skaitiklis m®*'n? ir vardiklis m*n?*! biity
atitinkamai penktasis ir treciasis naturaliojo skaic¢iaus laipsniai. Tam pakanka, kad
laipsniy rodikliai x + 1 ir y dalytysi i§ 5, 0o x iry +1 —i8 3. Tinka z =9, y = 5. Tada
m  mion? (m2n)°

n moné (m3n2)3’

2 uzdavinys. Palei siena isrikiuotos kelios pintinés su uogomis (daugiau nei viena
pintiné, ir visos netuscios). Kairiausioje pintinéje yra a uogy, o kiekvienoje kitoje
pintinéje — viena uoga daugiau nei gretimoje pintinéje is kairés. IS viso pintinése yra
8668 uogos. Raskite visy galimy skaiciaus a naturaliyjy reikSmiy suma.

(Zinoma, kad 8668 = 44 - 197, kur skai¢ius 197 pirminis.)

Sprendimas. Reikia nustatyti, kurioms naturaliosioms reikSméms a ir k£ galioja

(2a + k)(k + 1)
; ,

8668 =a+(a+1)+...+(a+ k)=

arba (2a + k)(k +1) = 17336 = 23 - 11 - 197.

Jei k+1 dalijasi i$ pirminio skaiciaus 197, tai 2a+k > k+1 > 197 ir (2a+k)(k+1) >
> 1972 > 23.11-197. Todeél k + 1 i8 197 nesidalija ir yra skai¢iaus 23 - 11 daliklis, t. y.
k+1=24,3811,22 44 arba 83. Skaicius 2a + k = (k+ 1) + (2a — 1) turi buti kito
lyginumo nei k41, todel tinka tik k41 = 8,11 arba 88. Tada atitinkamai a = 1080, 783
arba 55. Siy reiksmiy tikrinti nebiitina, pastebéjus, kad jos kartu su atitinkamomis k
reikSmémis tenkina lygybe (2a + k)(k + 1) = 17336, is kurios jos ir randamos.

Siy reikdmiy suma lygi 1080 + 783 + 55 = 1918.

Ats.: 1918.



3 uzdavinys. Alfredas, Albertas ir Alvydas nusipirko Sachmaty lenta ir losia Sach-
matais, pasikeisdami pagal tokia taisykle: dviem is juy suloSus partija, kita is eilés partija
losia nugalétojas ir likes treciasis zaidéjas. Vieng diena Alfredas sulosé 15 partijy, Al-
bertas — 14 partijy, o Alvydas — 9 partijas (lygiuju nepasitaike). Kas ta diena losé
tryliktaja partija? Kelias partijas Alvydas ta dieng laiméjo?

Sprendimas. Kiekvieng partija losé du zaidéjai, todél is viso sulosta w =19
partijy. Zaidéjas, neloses kurios nors partijos, tolimesnéje partijoje dalyvauja, todél bet
kuriose dviejose viena po kitos lostose partijose dalyvavo visi trys zaidéjai. Pirmasias
18 partijy galima suskirstyti | 9 poras: 1-0ji ir 2-0ji, 3-ioji ir 4-0ji, ..., 17-0ji ir 18-0ji.
Alvydas sulosé tik 9 partijas, todél kiekvienoje partijy poroje dalyvavo po lygiai vieng
karta, o paskutinés partijos jis nelosé. Analogiskai, jis nelosé ir 1-osios partijos. Bet tada
jis tikrai losé 2-3ja, nelosé 3-iosios, losé 4-gja, ir t. t. Jis losé tik partijas su lyginiais eilés
numeriais ir kaip laimeétojas nelosé jokios partijos su nelyginiu eilés numeriu. Vadinasi,

Alvydas nelaiméjo né vienos partijos, o 13-aja partija losé Alfredas ir Albertas.

Ats.: 13-aja partija losé Alfredas ir Albertas; Alvydas nelaiméjo né vienos partijos.

4 uzdavinys. Lygiagretainio ABCD krastinéje AB pazymétas toks taskas F, kad
BC + BE = CD. Lygiagretainio jstrizainés kertasi taske M. Atkarpos DFE ir AM
kertasi taske F. [rodykite, kad 2FM - EA = FA - EB.

Sprendimas.

Pazymékime o = ZADE.

Kadangi AE = AB—BE = AB—(CD—-BC) = AB—(AB—AD) = AD, tai trikampis
ADEF lygiasonis ir jo kampai lygus ZADE = ZAED = a bei ZDAE = 180° — 2a.. Ta-
¢iau tada ZADC = 180° — LDAB = 2« (krastinés AB ir C'D lygiagrecios) ir ZFDC =
= /LADC — ZADE =20 —a = a = LFDA. Todél atkarpa DF yra trikampio ADC
pusiaukampiné. Pagal pusiaukampinés savybe turime FC : FA = DC : DA. Lygiagre-
tainio jstrizainés dalija viena kitg pusiau, todel FM = FC—MC = FC—3(FA+FC) =
= %(FC—FA) ir2FM : FA=(FC—FA): FA=FC:FA—1=DC: DA-1. Kita
vertus, EB : FA = (CD — BC): DA = (DC — DA): DA = DC : DA — 1. Vadinasi,
2FM : FA=FEB: EAir 2FM - FA=FA-FEB.



5 uzdavinys. Duoti naturalusis skaic¢ius n ir pirminis skaic¢ius p < 10 000. Lygtis
1 1 1

r Yy nk

turi lygiai 10092018

naturaliyjy sprendiniy (z,y). Raskite visas galimas p reikSmes.
(Skaicius 1009 yra pirminis.)

Sprendimas. Pastebékime, kad jei lygtyje 0 < z < n?, tai 1 < 0. Vadinasi, jei (z,7)

<

yra duotosios lygties naturalusis sprendinys, tai x > n”.
Duotaja lygti galima pertvarkyti:

2p
(x —nP)(y —nP)=n** arba y=nP+ -

T —np

Vadinasi, d = x — n? > 0 yra skaic¢iaus n* daliklis. Kita vertus, jei turime naturalyjj
skaiciaus n?? daliklj d, tai, pasirinke = d + n? ir rade y = n? + %, gausime pertvar-
kytos, o todél ir pradinés lygties naturalyjj sprendinj (z,y). Taigi, duotoji lygtis turi
tiek sprendiniy, kiek skaic¢ius n? turi natiraliyjy dalikliy d. Turime rasti p reiksmes,
kurioms skai¢ius n? gali turéti lygiai 10092°® dalikliy. Jei skaic¢iaus n skaidinys pirmi-
niais daugikliais yra n = p{*...p%m, tai n? turi (2pa; +1)...(2pa,, + 1) naturaliyjy
dalikliy.

Imkime m = 1009 ir a; = ... = a,, = «. Tada 2pa + 1 = 10092, ir p gali buti
skaic¢iaus (1009% — 1) : 2 =21.3%.5.7-101 bet kuris pirminis daliklis: p = 2,3,5,7
arba 101. Skai¢ius n su m = 1009 ir atitinkamu « visada egzistuos: pvz., p1,ps, ... gali

buti pirmieji 1009 pirminiai skaiciai.

Jei (2pay + 1) ... (2pay, + 1) = 10092918 tai reikdmes 2pa; + 1 yra skaiciaus 1009
(naturalieji) laipsniai (skaic¢ius 1009 pirminis). Taigi, egzistuoja toks skai¢iaus 1009
laipsnis, kuris dalijasi iS 2p su liekana 1. Maziausig tokj naturalyjj laipsnj pazymékime
1009%. Sekoje 1009, 10092, ... lieckanos moduliu 2p kartojasi cikliskai, todél su liekana 1
dalijasi tik 1009%,1009%¢, ... Tada visi skai¢iai 2po; + 1 yra skai¢iaus 1009¢ laipsniai ir
1009%°'® = 1009%, kur skai¢ius b natiiralusis. Skai¢ius a yra skaiciaus 2018 = 2 - 1009
daliklis: a = 1,2,1009 arba 2018.

Pirmaisiais dviem atvejais skaic¢ius p dalija (10092—1) : 2, o §ig situacija jau iSnagrine-
jome. Pagal MaZaja Ferma teorema laipsnis 10097~! priklauso sekai 1009, 10092, .. .,
todél p—1 dalijasi i a. Vadinasi, jei a = 1009 arba 2018, tai p— 1 dalijasi is 1009. Tada
p = 1010, 2019, 3028, 4037, 5046, 6055, 7064, 8073, 9082 (didesnés reiksmeés per didelés).
Taciau né vienas is Siy skaifiy néra pirminis (dalijasi is 2, 3, 5 arba 11). Vadinasi,
daugiau tinkamy p reikSmiy néra.

Ats.: p=2,3,5,7 arba 101.



