Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduoCiy 11-12 klasei sprendimai
2021 m.

1 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos
2 +y* =z + 3y,

x + 3y)?
x4+y4:( 29)

visus realiuosius sprendinius (x, ).

Sprendimas. ] antraja sistemos lygti, padauginty is 2, jrasykime x + 3y = 22 + y*:

21,4 4 2y4 — (xQ + y2)2 — x4 4 2x2y2 _|_y4
Sukeélus narius | viena puse, galima pastebéti pilngjj kvadrata:
0=at — 2022 + 4t = (a2 — )2, 22 =y

Todél x = y atha * = —y. Jeix = —y, tai 29> = 22 +9y?> = 2+ 3y = 2y,
2y(y — 1) = 0. Tada y = 0 arba 1, ir atitinkamai z = 0 arba —1. Jei z = y, tai
2 =2’ +y? =x+3y =4y, 2y(y —2) =0. Taday=ax =0arbay =12 = 2.

Nesunku jsitikinti, kad gautosios poros (0,0), (—1,1), (2,2) yra sistemos sprendiniai.

Ats.: (0,0), (=1,1), (2,2).

2 uzdavinys. Paveikslélyje pavaizduoti keturi balti trikampiai yra lygus, statieji ir
lygiagoniai. Sie balti trikampiai, keturi lygts pilki trikampiai ir pilkas kvadratas sudaro
didjji kvadrata. Penkiy pilkyjy figury ploty suma lygi keturiy baltyjy trikampiy ploty

sumai. Raskite pilko trikampio maziausio kampo diduma.

Sprendimas. Nagrinékime staciuosius trikampius ABC' ir BC'D (Zr. pav.). Trikam-

pio ABC krastines pazymékime BC' = a, AB = c.
A B




Staciojo lygiasonio trikampio BC'D plotas “2—2 ir dar trijy tokiy paciy balty trikampiy
plotai sudaro puse didZiojo kvadrato ploto ¢?:

a>

4. —=— c = 2a.
2 2’
Kadangi staciojo trikampio ABC statinis BC' = a lygus pusei jzambinés AB = ¢, tai
statinis yra pries ZBAC = 30° kampa. Staciojo lygiasonio trikampio BC'D kampai

lygus ZCBD = ZBDC = 45°. Vadinasi,
/LABD = /ABC — ZCBD = (90° — ZBAC) — 45° = 60° — 45° = 15°.
Kiti du trikampio ABD kampai didesni nei 15°:
LADB = 180° — ZBDC > 90°, /ZBAD = /Z/BAC = 30°.

Ats.: 15°.

3 uzdavinys. Ratu surasyti skaiciai. Siame skaiciy rate yra m skaiciy, lygiy 2, o like
rato skaiciai lygus 1. Rate kiekvienas skaicius a yra tarp dviejy jam gretimy skaiciy,
is kuriy bent vienas nelygus a. Kiekvienas uzrasytas skaicius a sudaugintas su abiem
jam gretimais skaiciais b ir c. Visy tokiy sandaugy abc suma lygi 2021202. Nustatykite

visas galimas skaiciaus m reikSmes.

Sprendimas. Kiekviena sandauga abc lygi 1-1-2 =2 arba 1-2-2 = 4. Tarkime, kad
is viso turime x sandaugy abc = 2 ir y sandaugy abc = 4. Tada

2z + 4y = 2021202, r + 2y = 2021202 : 2 = 1010601.

Kita vertus, sandaugoje abc = 2 turime vieng dauginamajj, lygy 2, o sandaugoje
abc = 4 — du tokius dauginamuosius. Taip iS viso gauname z + 2y dauginamuyjy,
lygiu 2. Skaiciuojant sandaugas abe, kiekvienas uzrasytas skaicius 2 yra tris kartus

panaudojamas kaip dauginamasis. Vadinasi,
x + 2y = 3m, m = (x4 2y) : 3 = 1010601 : 3 = 336867.

Uzdavinj galima spresti iS esmés analogiskai, bet apsieinant be zyméjimy. Kadangi
1-1-2=2ir1-2-2 = 24 2, tai sandaugy suma 2021202 yra visy atitinkamuy
dauginamyjy, lygiy 2, suma, o skaicius 2021202 : 2 yra tokiy dauginamyjy skaicius.
Kiekvienas dvejetas skaiciy rate yra tris kartus panaudojamas kaip dauginamasis, todél
rate yra (2021202 : 2) : 3 = 336867 dvejetai.

Ats.: 336867.



4 uzdavinys. Naturalyjj skai¢iy N vadinsime jnulintu, jei jis tenkina tokias dvi
salygas:

1) visi skaic¢iaus N skaitmenys skirtingi, ir jei jie buty isrikiuoti didéjimo tvarka, tai
pirmasis i jy buty nulis, o bet kuriy dviejy gretimy skaitmeny skirtumas buty lygus 1;

2) skaic¢iuje N kiekvienas nenulinis skaitmuo a yra gretimas bent vienam tokiam
skaitmeniui b, kad b < a.

Kiek yra jnulinty naturaliyjy skaiciy, didesniy uz 10007

Sprendimas. Tarkime, kad skaic¢ius N yra jnulintas. IS eilés nagrinédami visus jo
skaitmenis nuo pirmojo skaitmens iki skaitmens 0, gausime, kad jie skaic¢iuje /N surasyti
mazéjimo tvarka. Kitaip pirmasis skaitmuo, po kurio eina uz jj didesnis, netenkinty
salygos 2). Analogiskai gauname, kad skaitmenys desinéje nuo nulio (jei tokiy esama),
surasyti mazéjimo tvarka, skaitant juos is desines j kaire.

Taigi kiekvienas jnulintas skaicius gaunamas, paémus visus skaitmenis nuo 0 iki tam
tikro skaitmens a, suskirsCius skaitmenis nuo 1 iki @ j dvi aibes (viena i$ ju gali buti
tuscéia) ir tada surasius skaitmenis i$ pirmos aibés didéjimo tvarka desinéje nuo nulio,
o skaitmenis iS antros aibés — mazéjimo tvarka kairéje nuo nulio. Kiekvienu tokiu
veiksmu sudaromas jnulintas skaicius, iSskyrus vieng iSimtj: kai pirmoji aibé tuscia,
gautasis skaicius prasidés nuliu, o to neturéty buti.

Pavyzdziui, kad gautume jnulintg keturzenklj skaiciy, turime kiekvieng is trijy skait-
meny 1, 2, 3 priskirti vienai i§ dviejy aibiy. Todél turime 2-2-2 = 23 galimybiy. Atmete
vieng netinkama uzrasa 0123, gauname, kad yra i§ viso 22 — 1 = 7 jnulinti keturzenkliai
naturalieji skaiciai.

Analogiskai, yra 2% — 1 jnulinty penkiazenkliy skai¢iy, 2° — 1 jnulinty SeSiaZenkliy
skaiCiy, ir t. t. Didziausi jnulinti skaiCiai — desimtzenkliai (juk skaitmeny yra tik 10).
Juy yra 29 — 1.

Liko visus gautus jnulinty skaiciy kiekius sudéti:

(22— D)+ =) +... +(27=1) = (23 +2*+.. 42T =23 (142422 +.. . +25) -7 =
=20 (2" 1) - 7=2" -8 - 7=1024 — 15 = 1009.
Ats.: 1009.

5 uzdavinys. Nustatykite, kiek yra naturaliyju skaic¢iy n € (0;250000), kuriems
skaic¢ius

Ro=\[va] +2 [Vt 1] +3[va 2]
yra dviejy skirtingy pirminiy skai¢iy sandauga.
Pastaba. Cia [z] Zymi skaic¢iaus z sveikaja dalj, t. y. didziausia sveikajj skai¢iy, ne

didesnj uz x.



Sprendimas. Tarkime, kad naturalusis skaicius n tenkina uzdavinio salyga, t. y. eg-

zistuoja tokie pirminiai skaiciai p, q, kad p < q ir
R = [V +2[Vn+1]+3[Vn+2|=p* ¢

Pazymeékime k = [/n].

Kadangi
2

R == Fxv i v e el
tai [\/n—+2} = k arba k + 1. Todél pakanka nagrinéti tris atvejus: 1) [\/n——l—l} =
=[vn+2|=k2) [VaT1]=[Vat2]=k+1;3) Va1 =k [VnT2] =k+1.
Atitinkamai gauname p? - ¢*> = 6k, 6k + 5 ir 6k + 3.
1) Skaicius p*-¢* = 6k dalijasi is 2 ir 3, todel p = 2, ¢ = 3, k = 6. I tiesy kiekvienas n,

kuriam [y/7] = [v/n+2] = 6, tenkina uZdavinio salyga: R, = 6+ 12+ 18 = 2-3.
Taip bus, kai skaiciai v/n ir v/n + 2 bus tarp 6 ir 7:

6<Vn<vVn+2<7, 36 < n < 47.

Taigi gauname 11 tinkamuy n reikSmiy: 36, 37, ..., 46.

2) Skaicius (pg — 1)(pqg + 1) = p* - ¢* — 1 = 6k + 4 nesidalija i$ 3, todeél tarp trijy is
eilés einanc¢iy naturaliyjy skaiciy pg — 1, pq, pq + 1 is 3 turi dalytis vidurinysis. Taciau
(pq)* = 6k + 5 taip pat nesidalija i$ 3. Vadinasi, Siuo atveju tinkamy n reikSmiy néra.
Tai galima jrodyti, ir pasiremiant Siuo zinomu faktu: tikslusis kvadratas visada dalijasi
i 3 su liekana 0 arba 1. Priestara gauname pastebéje, kad skaic¢ius 6k+5 = 3(2k+1)+2
dalijasi i$ 3 su liekana 2.

3) Skaicius p? - ¢* = 6k + 3 dalijasi i$ 3, bet ne i§ 2, todél p = 3 ir 2k + 1 = 3¢*. Jei

> 19, tai 2k +1 > 1083, v/n > k > 500, n > 250000 Todél q=>5,7,11, 13 arba 17.
kaamos n reiksmeés kiekvienam atitinkamam k = 3= gaunamos i§ salygy

k<ﬁ<\/n—+1<k;+1<\/n—+2,
BP<n it n+l<(k+1)?<n+2,
E*<n ir (k+1)2:n—|—2.
Taigi tinka visi n = k2 + 2k — 1, kur k = 3¢ *1 =5, 7, 11, 13, 17. Taip gauname 5

tinkamas n reiSmes.

IS viso gavome 11 + 5 = 16 skaiciaus n reikSmiy.
Ats.: 16.



