Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduoliy 9-10 klasei sprendimai
2021 m.

1 uzdavinys. Kiekvienas Teisybés kaimo gyventojas yra arba teisuolis (visada sako
tiesa), arba melagis (visada meluoja). Jokie du kaimo gyventojai néra to paties ugio.
Kiekvienas Teisybés gyventojas pasakée du teiginius:

,Joks Teisybés gyventojas néra Zemesnis uz mane.”
, Teisybéje yra daugiau nei 100 gyventojuy, auksStesniy uz mane.”
Kiek is viso gyventojy yra Teisybéje? Keli is juy yra melagiai?

Sprendimas. Maziausio ugio gyventojas pirmuoju teiginiu sako tiesa, todél yra teisuo-
lis. Vadinasi, ir antrasis jo teiginys yra teisingas: kaime yra maziausiai 102 gyventojai.
Antrojo zemiausio pagal ugj gyventojo pirmasis teiginys klaidingas, todél sis gyvento-
jas yra melagis. Vadinasi, klaidingas ir antrasis jo teiginys: kaime yra ne daugiau nei
100 gyventojy, aukstesniy uz antraji zemiausig kaimo gyventoja. Taigi kaime yra ne
daugiau negu 100 + 2 = 102 gyventojai. Vadinasi, kaime yra lygiai 102 gyventojai.
Kadangi visy gyventojy, kuriy tugis néra maziausias, pirmasis teiginys yra klaidingas,
tai jie visi yra melagiai: kaime yra vienas teisuolis ir 101 melagis.

Ats.: 102 gyventojai, 101 melagis.

2 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos
vt +y? =z +3y,

3 2
J:4+y4:(x+2 Y)

visus realiuosius sprendinius (x, ).

Sprendimas. ] antraja sistemos lygti, padaugintg is 2, jrasykime x + 3y = 22 + y*:

20t + 2yt = (2 + ¢?)? = ot + 2222 + yt.
Sukélus narius | vieng puse, galima pastebéti pilngjj kvadrata:
0=at — 2% + oyt = (a2 — y?)?, 22 =2

Todél v = y atha ¢ = —y. Jeix = —y, tai 29> = 22 +9y®> = o + 3y = 2y,
2y(y — 1) = 0. Tada y = 0 arba 1, ir atitinkamai x = 0 arba —1. Jei z = y, tai
2 =2’ +y  =x+3y=4y,2y(y —2)=0. Taday=ax=0arbay =1z = 2.

Nesunku jsitikinti, kad gautosios poros (0,0), (—1,1), (2,2) yra sistemos sprendiniai.

Ats.: (0,0), (=1,1), (2,2).



3 uzdavinys. Ratu surasyti skaiciai. Siame skaiciy rate yra m skaiciy, lygiy 2, o like
rato skaiciai lygus 1. Rate kiekvienas skaicius a yra tarp dvieju jam gretimy skaiciy,
is kuriy bent vienas nelygus a. Kiekvienas uzrasytas skaicius a sudaugintas su abiem
jam gretimais skaiciais b ir c. Visy tokiy sandaugy abc suma lygi 2021202. Nustatykite

visas galimas skaiciaus m reikSmes.

Sprendimas. Kiekviena sandauga abc lygi 1-1-2 =2 arba 1-2-2 = 4. Tarkime, kad
is viso turime x sandaugy abc = 2 ir y sandaugy abc = 4. Tada

2z + 4y = 2021202, r + 2y = 2021202 : 2 = 1010601.

Kita vertus, sandaugoje abc = 2 turime viena dauginamajj, lygy 2, o sandaugoje
abc = 4 — du tokius dauginamuosius. Taip i$ viso gauname z + 2y dauginamuyjy,
lygiy 2. Skaiciuojant sandaugas abc, kiekvienas uzrasytas skaicius 2 yra tris kartus
panaudojamas kaip dauginamasis. Vadinasi,

r4+2y=3m, m=(z+2y):3=1010601: 3 = 336867.

Uzdavinj galima spresti iS esmés analogiskai, bet apsieinant be zyméjimy. Kadangi
1-1-2=21ir1-2-2 = 2+ 2, tai sandaugy suma 2021202 yra visy atitinkamy
dauginamuyjuy, lygiuy 2, suma, o skaic¢ius 2021202 : 2 yra tokiy dauginamuyjy skaicius.
Kiekvienas dvejetas skaiciy rate yra tris kartus panaudojamas kaip dauginamasis, todél
rate yra (2021202 : 2) : 3 = 336867 dvejetai.

Ats.: 336867.

4 uzdavinys. Du gretimi keturkampio kampai lygtis 90° ir 150°. Siuos du kam-
pus sudarancios trys keturkampio krastineés yra lygios. Raskite kitus du keturkampio
kampus.

Pirmas sprendimas. Keturkampio virsunes pazymeékime A, B, C' ir D, kad gautume
/ZBAD = 90°, ZADC = 150°, BA = AD = DC'. Is virsunés C' j krastinés AD tesinj
nuleiskime statmenj C'E, o | krastine AB — statmenj C'F' (7r. pav.).
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Kadangi ZADC' = 150°, tai ZCDFE = 180° — ZADC = 30°. Staciojo trikampio
statinis, esantis pries 30° kampa, lygus pusei jzambinés. Todel CE = ;CD = ;AB.
Keturkampis AFCFE yra staciakampis, todél AF = CE = %AB = BF. Kadangi sta-
¢iyju trikampiy AFC ir BFC atitinkami statiniai yra lygus, tai AC' = BC, o trikampis
ABC yra lygiasonis. Todél

/ABC = /BAC = /BAD — ZCAD =90° — ZC'AD.
Trikampis ADC' taip pat yra lygiasonis (AD = DC'), taigi
180° — ZADC  180° — 150°

2 2
Dabar galime rasti kampus ABC' ir BCD:

LABC =90° — LZCOAD = 90° — 15° = 75°,

LCAD = = 15°.

ZBCD = 360° — LZABC — ZBAD — ZADC = 360° — 75° — 90° — 150° = 45°.

Antras sprendimas. Keturkampio virsunes pazymékime A, B, C' ir D, kad gautume
/ZBAD = 90°, ZADC = 150°, BA = AD = DC. Pazymékime tokj taska F, kad
keturkampis ABED buty kvadratas (zr. pav.). Toks taskas egzistuoja, nes AB = AD,
ZBAD = 90°.
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Trikampis CDFE yra lygiasonis, nes CD = AB = DE. Be to, ZCDE = ZADC —
— LZADE = 150° — 90° = 60°. Vadinasi, like du trikampio C'DFE kampai yra lygus
(180° — 60°)/2 = 60°. Tad sis trikampis lygiakrastis, ir CE = ED = BE. 1§ dia
gauname, kad trikampis BEC yra lygiasonis ir
180° — ZBEC  180° — (/BED + ZDEC)  180° — (90° + 60°)

= 15°.
2 2 2

LEBC =

Taigi
/ABC = /ABE — /ZEBC = 90° — 15° = 75°,
/ZBCD = 360° — ZABC — Z/BAD — ZADC = 360° — 75° — 90° — 150° = 45°.
Ats.: 45° ir 75°.



5 uzdavinys. Keliy pirminiy (nebutinai skirtingy) skai¢iy sandauga yra 10 karty
didesné uz jy sumg S. Raskite visas galimas skaiciaus S reikSmes.

Pirmas sprendimas. Nagrinekime kokj nors pirminiy skaiciy rinkinj, tenkinantj uz-
davinio salyga. Kadangi 10 = 2- 5, tai siam rinkiniui priklauso pirminiai skaiciai 2 ir 5.
Be to, siam rinkiniui turi priklausyti dar bent vienas pirminis skaicius. Tegu

PL<SP2< - Sy
yra like S$io rinkinio pirminiai skaiciai (tada visas rinkinys yra 2, 5, p1, pa, ..., pn, Cia
n > 1). Pagal uzdavinio salyga, 10+ (24+5+pi+---+p,) =2-5-p1-...-p,. Sia lygybe
galime perrasyti:
pr+pet - P+ 7 =p1p2 Do
Kadangi p1 +7 > p1, tain > 2.

Visiems realiesiems skai¢iams x > 2, y > 2 teisinga nelygybé zy > x + y, nes
% = % + i < % + % = 1. Taikydami sig nelygybe sandaugai pi1ps - - - p_1, gauname
P1P2 P11 2 P1P2 "+ Pn—2FDPn—1 2 P1P2** * Pn—3+Pn—2FDn—1 2 - -+ 2 pr+p2+- - +Pp_1.
Taigi,

prt+pet Pt T=pipapp 2 (P1+Dp2+ + Pact)Pne
Pazyméje s = p1+- - -+ pn_1, paskuting nelygybe galime perrasyti taip: s+p,+7 = sp,.
IS ¢ia gauname
(s—1)(pn—1) <8.
Gautoji nelygybe parodo, kad skaiciai p,, s, o tuo paciu ir n, yra gana mazi. Todél
toliau galima pameéginti atlikti vienokia ar kitokig visy likusiy atvejy perranka.

Perranka sutrumpéja, atmetus p, = 2: jei p, = 2, tai py = --- = p,_1 = 2, vienas is
skaic¢iy p1 +pe + -+ -+ pp + 7 ir p1ps - - - p, nelyginis, o kitas lyginis.

Kadangi s > p; > 2, o skaicius p, > 3 pirminis, tai lieka tik Sios poros (pn,s),
tenkinancios nelygybe (s — 1)(p, — 1) < &:

(3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (5,2), (5,3), (7,2).

Kiekvienu i$ 7 atvejy pagal s galime nustatyti py, ..., p,_1 rinkinj. Atitinkamai gauname

tokius p1, ..., Pn_1, pn rinkinius:
2,3, 3,3, 2,2, 3, 2,3,3 2,5, 3,5, 2,7.

(Atveju (pn,s) = (3,5) atmetéme p; = 5, nes p; < p,.) Atitinkamai gauname tokias
S=p+-+p,+ 7 reikSmes:

12, 13, 14, 15, 14 15, 16,



bei tokias p; - - - p, reiksSmes:
6, 9, 12, 18, 10, 15, 14.
Lygybe S = p; - - - p, gauname tik SeStuoju atveju, kai n = 2, p; = 3, po = 5. Pirminiy

skaiciy rinkinys 2, 5, 3, 5 iS tiesy tenkina uzdavinio salyga.
Taigi tinka vienintelé reiksme S =2+5+ 3+ 5= 15.

Antras sprendimas. Lygybe
pLE+p2t -+ T =p1p2- P, nz2,
gavus kaip ir pirmame sprendime, toliau galima mastyti ir kitaip:
2 p <pipac Pn=p1Apet AP+ T <npy 47,
7>p,- (2" —n).

Nagrinékime seka

20 —1=0, 2l —2=0, 22 —3=1, 28 —4=4 ..., 2
Jos dviejuy gretimy nariy skirtumas (2% — (k+1)) — (2" — k) = 2871 — 1 yra teigiamas,
kai k > 2. Todeél si seka be pirmojo nario yra didéjanti. Jei n > 4, tai

T2p,- (27 —n) = p,- (28 —4) = 4p,.

Tada p, < 2 — priestara. Taigi n = 2 arba 3.
Jein =2, tai p; +ps +7 = pipa,

(pr—=p2—1)=8, kur 0<p; —1<py—1,
pp—1=1 p,—1=8 artbha pj—1=2, p,—1=4.
Pirmuoju atveju skaicius p, = 9 néra pirminis. Antruoju atveju gauname p; = 3, ps = 5
ir atitinkama pirminiy skaiciy rinkinj 2, 5, 3, 5, kuris tenkina uzdavinio salyga.

Jein =3, tal p1 +po+ps +7 =pipops it 7 > p3 - (22 —3) = p3. Tadaps =2, 3,5
arba 7. Be to, p1peps =p1 +p2+p3s+ 7 < 7T+ T7+7+7 <28 Tarp 1 ir 28 yra tokios
Sesios trijy pirminiy skaic¢iy sandaugos:

8 =222, 12 =2-2.3, 18 = 2:3-3, 20 = 2-2-5, 27 = 3-3-3, 28 = 2-2.7.
Taciau atitinkamai
8#2+2+2+47, 1242424347, 18#24+34+34+7,
20#£24+24+5+17, 20 #43+3+347, 28#24+24+T4+T7.

Taigi tinka vienintelé reiksmeé S =2+ 5+ 345 = 15.

Ats.: S =15.



