Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzduociy sprendimai

2025 m.

9-10 klasiy sprendimai

1 uzdavinys. Duotas kvadratas ABC D, kurio krastineés ilgis 1. Ant kvadrato jstrizainés AC paZzymeétas
taskas E toks, kad AE = AD, o spindulys BFE kerta krasting C'D taske F'. Raskite atkarpos DF ilgj.

D

Sprendimas. AE = AD = AB ir /BAC = 45°, taigi ABAFE yra lygiasonis ir /ZFEC = /AEB =
180°245% — 67.5°. LEFC = 180° — /FEC — /ECF = 180° — 67.5° — 45° = 67.5°, taigi it AECF yra
lygiasonis ir CF = C'E. Taigi DF = CD—CF = CD—CE = CD— (AC — AE) = 2AB— AC = 2— /2.

Pastaba. Nustatyti, kad CF = CFE galime ir nenurodydami konkrec¢iy kampy: /ABE = /EFC ir
/BAE = /ECF (vidaus priesiniai kampai), taigi trikampiai ABAFE ir AFCFE yra panasus.

Ats.: DF =2 — /2.

2 uzdavinys. Hilberto viesbutyje yra n auksty ir kiekviename gyvena po vieng svecia.

Hilbertas nusprendé perskirstyti svecius j kitus kambarius (taip, kad galbut po perskirstymo keli sveciai
gyvens tame paciame aukste). Bet kuris svefias nebus patenkintas, jei Zemiau jo gyvenes svefias po
perskirstymo buty apgyvendintas aukséiau jo.

Jei Hilbertui pavyko svecius perskirstyti taip, kad visi buvo patenkinti, jrodykite, kad bent vienas svecias
liko gyventi tame paciame aukste.

Sprendimas. Pavadinkime A auks¢iausiai gyvenusj sveéia, perkelta aukstyn (jei toks neegzistuoja, tada
pirmame aukste gyvenes svedias liko gyventi pirmame aukste, taigi salyga patenkinta). Pavadinkime B
svecia, prie§ perskirstyma gyvenusj vienu aukstu auksciau, nei A (toks svefias egzistuoja, nes kitaip A
prie$ perskirstyma buty gyvenes n-ajame aukste ir jo nebuty jmanoma perkelti aukstyn). B nebuvo
perkeltas aukstyn, nes jis gyveno auks¢iau nei A (kitaip buty prieStara svecio A apibrézimui), ir B
nebuvo perkeltas Zemyn, nes kitaip jis buty nepatenkintas, kad A apsigyveno vir§ jo. Tada B yra
ieskomas svecias.

3 uzdavinys. | kiekviena trikampés lentelés langelj (7r. pav.) jraSyta po skaiiy taip, kad bet kuriuo-
se dviejuose gretimuose langeliuose esan¢iy skaiCiy skirtumo modulis yra 1, bei centriniame langelyje
iraSytas skai¢ius 0. Visy lenteléje esanciy skaifiy suma pazymime S. (Du langeliai laikomi gretimais, jei
jie turi bendra krastine).
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(a) Ar egzistuoja tokia lentelé, jog S = 57

(b) Raskite visas galimas S reik$mes.

Sprendimas. Pastebékime, kad gretimuose lentelés langeliuose skai¢iy lyginumas skiriasi. Taigi gretimuo-
se centriniam langeliui v/ langeliuose galima jrasyti tik po nelyginj skai¢iy, gretimuose jiems A langeliuose
tik po lyginj ir t.t., kol i visus 1/ jraSome po nelyginj skai¢iy, o i A - po lyginj. Kadangi 7 yra 6, tai
visy skai€iy suma yra lyginé. Taigi:

(a) Tokia lentelé neegzistuoja.

(b) Didziausia galima suma yra 36, kai j gretimus centriniam langeliui langelius jraSome po 1, | jiems
gretimus tus¢ius langelius po 2 ir t.t. (Zr. pav.). Atitinkamai sura8ius neigiamus skaicius, gauname
maziausia suma -36. Pastebékime, kad kol didziausias skai¢ius lenteléje yra teigiamas, ji sumazinus
per 2 lentelé vis dar atitiks salyga (jei didziausias skai¢ius yra 0 tai nebutinai yra tiesa, nes negalime
pakeisti centrinio langelio skai¢iaus). Taip mazindami suma po 2 galime gauti lenteles su kiekviena
suma S = 34,32,...,0. Jei lenteléje pakei¢iame visus skaiCius ] prieSingus, lentelé taip pat vis dar
atitinka salyga, o suma tampa prieSinga, taigi galimos ir visos sumos S = —2,—4, ..., —34. Taigi
galimos visos lyginés sumos nuo -36 iki 36.
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Ats.: a) ne; b) S € {—36,-34,—-32...,32,34,36}.
4 uzdavinys. Zr. 11-12 klasiy 2 uzdavinio sprendima.
5 uzdavinys. Realieji skaiciai x ir y tenkina lygtis:
{x?’ B = 222 422
8 + 23y3 = 2Py? + 2P

Raskite visas galimas z — y reikSmes.

3 ir sudéje abi lygtis gauname:

Pirmas sprendimas. Padaugine pirmaja lygtj i§ x
26 4 223 + 48 = 20592 + 22°

(2® + %) =22°(y" + 1)



Jei z = 0 ir, jsistate j bet kurig pradine lygtj * = 0 gauname, kad ir y = 0.

Jei & # 0, tai kadangi y2 + 1 > 0 visiems realiesiems ¥, deinioji lygybés pusé nelygi 0. O tai reigkia, kad
ir 3 4+ y3 # 0, taigi butinai ir x # —y.

Padaugine pirmaja lygtj i 23 ir atéme antrajg lygtj is pirmos gauname 2% — 5 = 0, taigi 23 = £33, arba
r=2y. Jeiz=—y,taiz=y=0irr—y=0,0jeiz =y, taiz—y=0.

x =y = 0 sprendinys lygc¢iy sistema atitinka, taigi x — y = 0 reikSmé yra galima.

Antras sprendimas. Padaugine pirmaja lygtj i3 3> ir atéme antraja lygtj i§ pirmos gauname:
0=y’a?(y* +1) —2®(y* +1) = (a® —y°)a*(y* + 1)

Kadangi y? + 1 > 0 visiems realiesiems g, tai arba x = 0 ir, jsistate j bet kurig lygtj 2 = 0 gauname, kad
iry=0, arba 23 =43, taigiz =y irz —y =0.

x =y = 0 sprendinys lygc¢iy sistema atitinka, taigi z — y = 0 reikSmeé yra galima.

Ats.: x —y =0.

11-12 klasiy sprendimai

1 uzdavinys. Suraskite visus sveikyjy skaiciy trejetus tenkinancius:

TYy=9y—=2
Yyzr=2z—1x
ZE=2—Y

Sprendimas. Pertvarkome lygtis j:

Sias tris lygtis sudaugine gauname lygtj:

zyz(z — Dy —1)(z — 1) = —zyz
Nagrinékime du atvejus:

(a) Jei zyz # 0, galime auks¢iau esanéia lygti padalinti i§ zyz, gaudami (zr — 1)(y — 1)(z — 1) = -1, o
paéme abiejy pusiy modulj gauname |z —1|- |y — 1] -]z — 1] = 1.
Skai¢iai x,y ir z sveikieji, taigi |z — 1|, |y — 1] ir |z — 1] — naturalieji, o kadangi jy sandauga lygi
1, taiir |z — 1| = |y — 1] = |z — 1| = 1. Kadangi nagrinéjame atvejj, kai x, y ir z nenuliniai, tai
auks¢iau esan¢ig moduliy lygybe gali tenkinti tiktai x = y = 2z = 2, bet 2 -2 # 2 — 2, taigi tokios
vertés netenkina pradinés lygciy sistemos. Reiskia, tokiy sistemos sprendiniy, kad xyz # 0, néra.

(b) Kai zyz = 0, tai bent vienas i§ z, y arba z yra 0. NemaZinant bendrumo, tarkime, kad y = 0, tada
istacius | pirmaja lygti gauname = -0 = 0 — z, taigi ir z = 0, o tokiu atveju antroji lygtis tampa
0-0=0— x, reigkia ir x = 0. Taigi, jei xyz =0,tai x =y =2 =0.

Taigi vieninteliai lyg¢iy sistemos sprendiniai yra z =y = z = 0.

Ats.: x=y=2=0.

2 uzdavinys. Sveikieji neneigiami skai¢iai z ir y tenkina lygtj 22 + y? = 2025 bei x < y. a) Raskite
bent vieng tokiy skai¢iy z ir y pora; b) Raskite visas tokias skai¢iy x ir y poras.

Sprendimas. Pradzioje jrodysime teiginj, kad jei dviejy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma dalijasi i§ 3, tai
ir abu sumos nariai yra dalus is 3.

Visy pirma, pastebékime, kad kiekvienas kvadratas dalijasi i$ trijy su liekana 0 arba 1. Norédami tuo
isitikinti, pastebékime: jei sveikasis skai¢ius dalijasi i§ 3 su liekana r, tai jo kvadratas dalijasi i$ 3 su ta
padia liekana kaip skai¢ius r?. Kadangi kvadraty 02,12,22 dalybos i§ 3 lickanos yra atitinkamai 0, 1 ir
1, tai jokio kvadrato dalybos i§ 3 liekana negali buti kitokia.



Reigkia, bet kuriy sveikyjy skai¢iy n? ir m? liekanos dalijant i§ 3 yra 0 arba 1. Taigi vienintelé abiejy
liekany kombinacija, su kuria n? + m? dalijasi i§ 3, yra ta, kai tiek n?, tiek m? dalijasi i§ 3 su liekana
0. Tuo padiu, kadangi 3 yra pirminis skai¢ius, dalijantis n? bei m?, tai 3 dalija ir n, ir m, nes priesingu
atveju jy kvadratai nesidalyty.

Toliau pritaikykime auks¢iau jrodyta teiginj, pastebédami, kad 2025 = 92 - 52 yra dalus i§ 3. Taigi ir
22 4+ 42 yra dalus i§ 3. Reigkia, 2 ir y abu dalus i§ 3, todél galime iSreiksti © = 3a ir y = 3b, kur a ir b
yra sveikieji skaic¢iai. Tai jstate j pradine lygtj, gauname:

9a% + 9b% = 2025

O padalinus i§ 9:

a’?+1v2=225=3%2.52

Kairé lygybés pusé yra kvadraty suma, o deSiné dalijasi i§ 3. Taigi, taikydami tg pat] samprotavima,
gauname, kad a = 3c ir b = 3d, kur c ir d sveikieji. Juos jstacius j lygti gauname:

9¢% + 9d% = 225

O padalijus i8 9:

E+d*=25

giac lygtj baigiame spresti perrinkdami visus jmanomus sprendinius. Kadangi c? < 25, taic? € {0,1,4,9,16,25}.
Atitinkamos 25 — ¢? reikdmés buty {25,24,20,16,9,0}, o tarp jy kvadratai yra tik 25,16,9 ir 0. Taigi
galimi sprendiniai yra:

02452 =25 32442 =295.

O tai, padauginant i§ 9 - 9, duoda ir visus pradinés lygties sprendinius:

0% 4+ 452 = 272 + 362 = 2025
Ats.: (x,y) € {(0,45),(27,36)}

3 uzdavinys. Tegul ant stalo ratu sudéliota kazkiek svareliy, ir ant kiekvieno uzrayta ,,K“ arba ,, D*.
Jeigu ant svarelio yra raidé ,,K“, tai jis dedamas ant kairés svarstykliy puseés, o jei ,,D“ tai ant deSinés.
Tarkime, kad sudéjus visus svarelius ant svarstykliy (ant ty pusiy kaip paZymeéta ant svareliy), svarstyklés
lieka pusiausvyros. Irodykite, kad galime rasti tokj svarelj, nuo kurio viena po kito dedant svarelius (ant
ju atitinkamy pusiy) pagal laikrodZio rodykle, svarstyklés niekada nenusvirty j deSine puse (pusiausvyra
galima).

Sprendimas. Pazymékime svareliy skai¢iy n ir pradedant nuo kazkurio svarelio sunumeruokime juos visus
pagal laikrodzio rodykle skai¢iais nuo 1 iki n. Pazymékime taip pat d;, kiek i-tuoju numeriu pazymétas
svarelis pats i§ saves nusveria svarstykles j deSine (jei svarelj dedame | deSing, tai svarelio masé yra d;,
jel i kaire, tai —d;).

Pirmiausia pabandykime délioti svarelius, pradédami pirmu numeriu pazyméto ir dékime visus svarelius
pagal laikrodzio rodykle. Kiekvienam &k nuo 1 iki n pazymékime Dy = dy + ds + - - - + di. Tegu skai¢ius
m toks, jog D, > Dy, visiems k, kitaip tariant, tai toks (nebutinai unikalus) m, kada svarstyklés yra
labiausiai nusvirusios j deSine.

Jei m = n, tai pagal salyga D,, = 0 gauname Dy < D,, = 0 visiems k, ir svarstyklés niekada nebuvo
nusvirusios j desine puse. PrieSingu atveju méginkime sudéti svarelius antrg karta, pradédami nuo m+ 1-
ojo svarelio. Dedant svarelius nuo m + 1-ojo iki n-tojo, svarstyklés niekada nenusvirs j deSine, nes jei
nusvirty ties kazkokiu k kuriam m+1 < k < n, tai svarstyklés yra nusvirusios j de§ine per Dy — D,,, > 0,
kas priestarauja m apibrézimui. Toliau dedant svarelius nuo svarelio pazyméto pirmu numeriu iki m-tojo
svarstyklés taip pat nenusvirs j deSine puse, nes jei tai nutikty ties kazkokiu k, kur 1 < k < m, tai tada
jos nusvirusios j desine per 0 < (D,, — Dy,) + Dy = Dy — D,,, vél priestara m apibrézimui. Vadinasi
m + 1-asis svarelis tenkina salyga.



4 uzdavinys. I kiekvieng i§ 10 apskritimy (7r. pav.) suraSyta po naturalyjj skaic¢iy taip, kad kiekvienoje
horizontalioje arba 60° pasuktoje (i bet kuria puse) nuo horizontalios tieséje visi skai¢iai buty skirtingi.
Ar gali ty skai¢iy suma buti a) 24 b) 237

Sprendimas. a) Suma 24 yra galima. Pavyzdziui, skai¢ius galima suraSyti taip:
O,
ORO
ORORO
ORORORO.

b) Suma 23 yra negalima. Pradzioje parodysime, kad lenteléje turi buti jraSytos bent penkios skirtingos
reikSmes.

Tarkime, apatinéje eilutéje esancios reiksmés yra A, B, C ir D. Kadangi jos visos yra vienoje eilutéje,
jos privalo buti skirtingos. Jei lentele buty galima uzpildyti tik Siomis keturiomis reikSmémis, viena is jy
turéty buti viduriniame apskritime. Kadangi vidurinis apskritimas yra tiesése su B ir C, jame gali buti
tik A arba D. Tad, nemazindami bendrumo, tarkime, kad jame yra A:

O
oje
O ®O

jojololo

Tuo atveju 6-ajame apskritime negali buti jraSyta nei A, nei C, nei D, nes 8ios reikSmeés jau yra per jj
einanciose tiesése. Taigi jame gali buti tik B. PanaSiai, 3-ajame apskritime gali buti tik C', nes B ir A
jau jra8yti vienoje per ji einancioje tieséje, o D jraSyta kitoje:



O

O ©
O®oE
CRORORO

Taciau tada per virSutinj apskritimg eina viena tiesé su verte A ir kita su vertémis C, B ir D. Todél
virSutiniame apskritime negalime jrasyti nei vienos i3 §iy keturiy reiksmiy. Taip parodéme, kad lenteléje
turi buti bent penkios skirtingos reikSmeés.

Uzpildymo penkiomis reikSmémis pavyzdys pateiktas a) dalyje, taciau lieka parodyti, kad néra kity
uzpildymuy su suma, mazesne nei 24. Ta padarysime jrodydami, kad kiekviena reikSmeé lenteléje pasirodo
daugiausiai tris kartus.

Jei reikdmeé X pasirodo kampiniame (t. y. 1-ajame, 7-ajame ar 10-ajame) apskritime, ji negali pasirodyti
dviejose krastinése, einanciose per ta apskritima:

®
b ?
b O @
b O O
Reiskia, reiksmeé X gali pasirodyti tik likusiuose trijuose apskritimuose. Ta¢iau per bet kuriuos du i$ ju

eina po tiese, tad X gali buti tik viename i§ 8iy trijy. Taigi kampiniame apskritime pasirodanti reik§meé
gali i$ viso pasirodyti tik 2 kartus.

Jei reikdmé X pasirodo krastiniame (t. y. 2-ajame, 3-ajame, 4-ajame, 6-ajame, 8-ajame ar 9-ajame)
apskritime, X negali buti nei vienoje i§ 3 per ji einanciy tiesiy. Taigi X gali pasirodyti tik viename i$

trijy likusiy apskritimy:
%
O
% b O
b O o O
Taciau 8ie trys apskritimai guli dviejose tiesése. Todél kiekvienoje tieséje gali buti daugiausiai po vieng

reiksme X. Reiskia, jei X guli krastiniame apskritime, visoje lenteléje X gali pasikartoti daugiausiai 3
kartus.



Jei X guli centriniame (t. y. 5-ajame) apskritime, jj supantys Sesi apskritimai guli vienoje tieséje su

centriniu, tad juose negali buti X:
O

b v
D O
O@ v O

Reiskia, X galéty dar buti tik kampiniuose apskritimuose. Tadiau, kaip jau aptaréme ankscéiau, kampi-
niuose apskritimuose vertés nesikartoja. Todél daugiausiai viename i$ jy gali buti X. Taigi, jei centri-
niame apskritime yra X, tai lenteléje X gali pasirodyti daugiausiai 2 kartus.

Kadangi kiekvienas apskritimas yra kampinis, kraStinis arba centrinis, ir visais atvejais gauname, kad
jame esanti reikSmé kartojasi daugiausiai 3 kartus, reiskia, jokia reik§mé lenteléje negali kartotis daugiau
nei 3 kartus.
Taigi lenteléje yra bent penkios skirtingos reiksmeés, ir kiekviena juy kartojasi daugiausiai tris kartus.
Dabar galime parodyti, kad suma privalo vir§yti 23. Kaip bebuty uzpildyta lentelé, surasius joje esanc¢ius
10 skai¢iy nemazéjimo tvarka a; < as < --- < ag < a9, galime pastebéti, kad:

e Kadangi visi skai¢iai yra naturalieji, a1, as ir az yra nemazesni nei 1.

e Taip pat 2 < ay4. Jei buty priesingai, t. y. a4 = 1, kadangi pirmi trys skai¢iai nedidesni uz ketvirta
a1 = az = az = a4 = 1, bet tada reikSmé 1 lenteléje kartojasi 4 kartus, o taip negali buti.

e Kadangi 2 < ay, tai ir a5 bei ag yra nemazesni nei 2.

e 3 < ay. Taip yra, nes prieSingu atveju a; = 2, o tai reiskia, kad is pirmyjy Sesiy reikSmiy daugiausiai
dar dvi yra 2, bet tada pirmos keturios turéty buti 1, o taip negali buti.

e Kadangi 3 < a7, tai ir 3 < ag.

e 4 < ag, nes prieSingu atveju ag = 3, bet tada tarp pirmyjy devyniy skaic¢iy buty tik trys skirtingos
reik8meés. ReiSkia, su deSimtu skai¢iumi jy buty daugiausiai keturios, o jy turi buti bent penkios.

e Panasiai 5 < ajq, nes kitaip buty tik keturios skirtingos reik§més, o jy turi buti bent penkios.
Pasinaudodami Siais jverciais galime jvertinti suma, t. y.
ait+as+---+ap>14+14+14+2424+2+3+3+4+5=24.

Reiskia, suma negali buti mazesné nei 24, ka ir reikéjo jrodyti.
Ats.: a) taip; b) ne.
5 uzdavinys. Tegul duotas smailusis trikampis ABC. Kragtinés BC vidurio statmuo kerta krastine AC

tagke D. Tegu tasSkas E pazymétas taip, kad ADEB yra lygiaSoné trapecija. Jei spindulio AE ir apie
trikampj ABC' apibrézto apskritimo sankirtos taskas taskas F', jrodykite, kad kad AF = AC.

Pirmas sprendimas. Spresime rasdami lygius kampus:



Visy pirma, kadangi trapecija ADEB lygiasoné, tai /ABE = /BAD, taigi ir trikampiai AABFE =
ABAD, nes BE = AD, o AB bendra kragtiné. I§ trikampiy lygybés seka, kad kampai /BAFE ir /ABD
lygus, pazymékime jy dydj a« = /BAE = /ABD. Kampas BAF = « remiasi | apibrézto apskritimo
lanka BF, j kurj taip pat remiasi ir kampas /BCF, reiskia ir /BCF = a.

Toliau nagrinékime kampa /BCD = . Kadangi D guli ant BC' vidurio statmens, tai BD = DC,
taigi trikampis ABCD lygiasonis, tad § = /BCD = /DBC.

Pastebékime, kad kampai /ABC ir /AFC yra lygus, kadangi abudu remiasi j lanka AC. Be to,
LABC = /ABD + /DBC = a+ 3, o i§ to seka, kad ir ZAFC = « + . Taip pat matome, kad
LACF = /ACB+ /BCF = f+«. Tad, darome i$vada, jog LACF = a+ = LAFC, o dél to trikampis
AFAC lygiaSonis, su lygiom krastinéem AF = AC, ka ir reikéjo jrodyti.

Antras sprendimas. PanaSiai kaip pirmame sprendime, turime /BCD = /DBC. Be to, /BCD =
/BFA, nes abu remiasi j lanka AB. ADFEB yra lygiaSoné trapecija, todél ZAEB = /ADB. Vadi-
nasi /BDC = 180° — /ADB = 180° — /AEB = /BEF. Taigi, trikampiai BEF ir BDC panaSus
pagal du lygius kampus. Kadangi trikampis BDC lygiaSonis, dél trikampiy panaSumo trikampis BEF
taip pat lygiaSonis ir BE = EF. Be to, lygiaSoné trapecija turi AD = BE bei AE = BD. Dabar
AF = AE+ EF =BD+ BE = AD + DC = AC, ka ir reikéjo jrodyti.



